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0　序論

量子複製不可能性は1982年、WbottersとZurekl21また、独立にDieksl3］によって指摘され、

研究が始まった。彼等は、量子ビット系の複製が不可能である例（純粋状態の例）を構築し、量

子状態の複製が一般に不可能であることを示した。さらに、1986年にYuen［4】によって、2つの

純粋状態の複製可能性の必要十分条件が純粋状態同士の直交性によって表されることが示され

た。そして、混合状態も含む一般の量子状態の複製可能性の必要十分条件は、1996年にBarnum

達によって明らかにされた［5】。彼等は量子系の時間発展が一般にトレースを保存する完全正

写像で記述されることを利用して、複製に限らず、それを一般化した配送可能性に関する議論

を展開し、量子複製不可能定理（No－Cloningtheorem）及び配送不可能定理（No－broadcasting

theorem）を定式化した。この定理により、2つの異なる量子状態が複製及び配送可能となる

必要十分条件が、量子状態同士が直交及び可換であることが導かれた。これにより一般に、非

直交の量子状態の複製は禁止され、また、非可換な量子状態は、複製はおろか配送も不可能で

あることが結論される。この結果は、古典と量子の相違を際立たせる結果の1つである。

量子の世界では、古典の世界で可能なことが、必ずしもできるとは限らない1。ところが、こ

の不可能性の事実は、逆に古典では不可能なことを可能とする応用につながることもある。例

えば、量子複製不可能性から、無条件に安全な暗号（量子暗号）が可能となる。

このようにBarnum等の結果は、物理的に非常に有用な定理であるが、彼等の証明は、初等

的数学を用いた議論であるものの、必ずしも簡明なものではない。そのため、Lindbladは、作

用素代数の標準的手法を用いて、量子配送不可能性定理の再導出を試みた【6］。本研究では、量

子複製及び配送不可能定理に関する一般的で詳細なレビューを行う。まず始めに、本研究に必

要な量子論及び量子情報理論の基礎知識を概観し、Barnum［5】及びLindbladl6】の論文を詳細
に説明する。またLindbladに従い、作用素代数の手法を用いて配送不可能性の証明を試みる。

ただし、Barnum及びLindbladの論文で仮定されているように、本研究で取り扱う量子系は、

全て有限次元Hilbert空間で記述される系に限る。

第1節では（有限次元）量子力学を公理論的な立場から説明し、量子情報の研究などで広

く用いられているPOVM（PositiveOperatorValudedMeasure，ProbabiltyOperatorValuded

Measure）や部分トレースなど量子力学の基礎知識について説明する。第2節では量子系の状態

変化を記述する量子オペレーションについて説明する。ここでは量子オペレーションの性質を

調べ、またそれと密接に関係する完全正写像の性質について説明する。第3節では2つの量子

状態の近さを表す忠実度及びトレース距離がどのような性質を持つのかを述べ、さらに両者の

関係について議論する。この第3節の定理3．4の証明ではmchsの論文［7］を参考にした。第4

節では、Barnum等に従い、忠実度の性質を用いた量子複製及び配送不可能性定理を証明する。

また、複数個の複製不可能性定理を構築し、複製不可能性定理の一般化を行う。最後に第5節

では、複数個の量子状態の集合に対する配送不可能性を作用素代数の手法を用いて議論する。

1逆に、量子コンピュータや量子テレポーテーションなど、古典で不可能なことが量子で可能となることも多い。
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1　量子力学の公理と数学的基礎

本節では量子力学でよく用いられる記法、及び本稿で必要となる線形代数の知識に関して説

明する。

1．1　記号の説明

・C、取、Z、Nをそれぞれ複素数、実数、整数、自然数の集合とする。またRm（cm）をn

次元実（複素）ベクトル空間、〟（m）を乃×れ複素行列全体とする。

・Hilbert空間（完備な内積空間）71のベクトルをrv）で表わし、陣〉と14・〉の内積を（4，I¢トL4，〉

のノルムを腑‖＝√同市と記す。ここで内積は物理学の習慣に従い、右側で線形、左
側で共役線形とする。本稿で扱うHilbert空間は、全て有限次元と仮定する。また、線形

作用素Aに対して佃A刷は陣〉とAl¢〉の内積とする。

・Iv），Iw）をそれぞれHilbert空間7L，Kのベクトルとする。このとき祝からKへの線形作

用素恒〉〈可を、

（恒〉〈可）l巧＝〈坤′〉恒〉伸′〉∈叙）

で定義する。

●線形作用素Aの共役作用素をA†で記す。

・Aと月の交換子を［4月］＝A月一月Aで定義する。

1．2　スペクトル分解、極分解、同時対角化

この節では量子力学でよく用いられるスペクトル分解、極分解、同時対角化について説明

する。

Hilbert空間上の線形作用素Aは、（i）lA，A†］＝0、（ii）A＝A†，（iii）A≧0（⇔　∀座，〉∈

叙，佃A砂〉≧0）、（iv）A2＝A＝A†、（Ⅴ）AA†＝A†A＝丁を満たすとき、それぞれ、（i）正規

作用素、（ii）自己共役作用素、（iii）正値作用素、（iv）射影作用素、（V）ユニタリ作用素と呼ばれ
る。射影作用素ならば正値作用素、正値作用素ならば自己共役作用素、自己共役作用素ならば

正規作用素、ユニタリ作用素ならば正規作用素である。射影作用素の固有値は0または1、正

値作用素の固有値は非負実数、自己共役作用素の固有値は実数、ユニタリ作用素の固有値は絶

対値が1である。Aの固有値の集合をスペクトルと呼ぶ。ここでHilbert空間の次元が有限であ

るため、スペクトルは有限集合であることに注意する。
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定理1．1（スペクトル分解定理）AをHilbert空間71上の正規作用素とする。Aのスペクトル

を（α誹＝1、固有値α壷の固有空間への射影作用素を昂とすると、Aは

－1＝享げ

と表わされる。ここで、月旦＝毎月（直交性ノ、∑誹＝J（完全性）が成立する。

よって、固有値の重複度を考慮したとき、封の正規直交基底l申こより

A＝∑α湖くまl

と表わすことができる（固有値展開定理）。

［作用素の関数］Aを正規作用素とする。複素関数J：C→Cの定義域がAのスペクトルに含ま

れるとき、関数J（A）が、スペクトル分解A＝∑慮α盃君を用いてJ（A）＝∑言（α壷）月で定義され
る。例えば、正値作用素Aに対し、～項は

√互＝∑V旬月

となる。

次に一般の線形作用素をユニタリ作用素と正値作用素の積に分解する極分解について述べる。

定理1．2（極分解）AをHilbert空間7L上の線形作用素とする。このときあるユニタリ作用素
Uが存在して

A＝UJ＝gU

を満たす。ここでJ二面，∬＝府である。A＝UJを左極分解、A＝gUを右極分解
という。

また定理のJは正値作用素なのでその表現行列はユニタリ行列で対角化可能である。つまりある

ユニタリ行列rと成分が全て0以上の対角行列刀でJ＝rpr†となる。このときg＝Ur，Ⅴ＝

r†とすれば、線形作用素Aの表現行列はユニタリ行列ぶ，Vと対角行列かを用いて

A＝鼠DV

と分解できる。この分解を特異値分解という。

最後に同時対角化について述べておく。

定理1．3（同時対角化）（A）を正規作用素の集合とする。このとき次の2つの条件は同値であ

（1）（卿ま可換である0すなわち、任意の托夏に対して鮎4］＝0を満たす0



（2）（4日ま同時対角化可能である。すなわち、∑誹＝丁を満たす直交射影作用素（君）が存在
して各A壷は

A慮＝∑α錐（α㌘）∈C）

と表わすことができる。

1．3　量子力学の公理

原子などの微視的な世界の基本法則は、量子力学と呼ばれる物理理論によって記述されるこ

とが知られている。本節では量子系、状態、時間発展、及び測定などの基礎概念を通じて、量

子力学の公理について説明する【8】。

公理1．1（状態空間）任意の（有限次元）量子系Aには、あるHilbert空間7iAが対応してお
り、系の状態空間と呼ばれる。その系の状態は、密度作用素と呼ばれる叙上のトレースが1の

正値作用素βによって記述され、その系の観測（可能）量は叙上の自己共役作用素によって記

述される。

以下、密度作用素の集合をg（宰）で記す。密度作用素βが単位ベクトル陣〉∈祝によって

β＝陣〉佃

と表されるとき、βは純粋状態と呼ばれ、砂）を状態ベクトルという。状態が純粋状態でないと

き、混合状態という。

系の状態概念が定まると、次にその時間発展を記述する必要がある。古典力学では、Newton

の運動方程式が支配するように、量子系にはSchr6dinger方程式と呼ばれる基本法則が知られ

ている。ここでは、ユニタリ発展としての量子系の時間発展を公理として述べる。

公理1．2（孤立系の時間発展）孤立系（他の系と相互作用していない系）の時間発展はユニタ

リ変換によって記述される。すなわち、時刻吊こおける系の状態βと時刻f2における系の状態

〆は、土日2にのみ依存するユニタリ作用素と‖こより、

〆＝UP伊

と記述される。

系が孤立系でない場合、時間発展は非ユニタリ発展を伴うこともある。このことは、第2節で

詳しく説明する。

量子系では、観測量はHilbert空間上の線形作用素で表され、Bornの統計公式と呼ばれる法

則を通じて測定結果が記述される：
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公理1．3（Bornの統計公式）状態βの下で観測量Aを測定したとき、測定値α∈Rを得る確
率は

Pr（A＝αHP）＝叫gA（α）β】

で与えられる。ここでgA（α）は部分空間（陣〉∈7日A砂〉＝α砂〉）への射影作用素である。

gA（α）は、αがAの固有値である場合のみ零作用素でないため、測定値はAの固有値に限られ

ることがわかる。また、状態戸のとき観測量Aの期待値〈A〉は

くA〉＝Ⅱ（Ap）

で与えられる。

以上により、1つの量子系を記述する道具がそろったことになる。続いて、2つの量子系があ

るときに、その合成系を記述するための公理を説明する。

公理1．4量子系Aの状態空間を叙A、量子系月の状態空間を叙月とする。このとき合成系A＋月

の状態空間はテンソル積Hilbert空間7iA⑳叙Bで与えられる。系A，Bの観測量M，M′は、そ

れぞれ合成系A＋月の観測量〟⑳克十左⑳〟′と同一視される。

2つのベクトル陣〉とl¢〉のテンソル積を陣〉l¢〉で表す。

以上により、量子系を記述する道具立ては全てそろったことになる。

1．4　部分トレース

本節では、部分トレース（partialtrace）を導入し、全体系の状態から、部分系の状態を得る

方法を説明する。

L（71）をHilbert空間叙上の線形作用素全体とする。任意のA，B∈L（叙）に対して〈A，B〉＝

Tr（A†B）と定義する。このとき〈・，・〉は内積になる（この内積をHilbert－Schmidt内積と呼ぶ）。

次にKをHilbert空間としたとき、L（71）からL（7i⑳K）への線形写像fをf（A）＝A⑳Iで定

義する。このとき線形写像JUエ（宰⑳に）→五四）を

〈A，君（ズ）〉＝げ（A），ズ〉＝〈A⑳左方〉（A∈エ（叫，ズ∈エ（叙⑳に））

で定義する。この子†をにの部分トレースといい、J†＝¶牝で表わす［81。

部分トレースは次のような性質をもつ。

命題1．1任意の月∈エ（叙），C∈エ匹）に対して

¶叱（月⑳C）＝廿（C）月

を満たす。
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証明）任意のA∈エ（叙）に対して　　　　　　　　　＼

〈A，取に（β⑳C）〉＝〈A⑳7，月⑳C〉＝取（A†月⑳C）＝取（A†β）取（C）＝くA，取（C）β〉

となるので¶眈（月⑳C）＝取（C）月である。
（証明終）

っまり、部分トレースは名前のとおり、片方のトレースを施す演算に他ならない。

合成量子系A＋月の状態がβであるとき、部分系A（もしくはβ）の状態を部分トレースを

用いて記述できる。以下では、部分系月の状態空間叙月への部分トレースを取月と書く。

定理1．4（部分系の状態）βを合成系A＋月の状態、伽を系Aの状態としたとき、

侮＝廿β（β）

となる。

証明）まず、取β（β）が系A上の密度作用素であることを証明する。叙A，叙月をそれぞれ系A，月

の状態空間とし、任意に単位ベクトル陣〉∈叙Aをとる。このとき

刷Ⅱβ（相羽＝取（困刷取β（β））＝〈困〈彿取β（β）〉＝〈困刷⑳右β〉＝廿（（冊刷⑳克）β）≧0

が成り立つのでⅡβ（再は正値作用素である。さらに

取（取β（再）＝Ⅱ（んTβ（β））＝取（伍⑳克）β）＝Ⅱ（β）＝1

が成り立つので取月（／申ま系A上の密度作用素である。

続いて、この密度作用素Ⅱβ（β）が系Aの状態餌に一致することを証明する。系Aの任意の観

測量加は、合成系A＋月における観測量〟⑳7月と同一視される（公理1．4）。このとき期待値

を考えると、系Aの視点では取（〟〆）となるが、全体系の状態βの視点では、Ⅱ（（〟⑳克）β）

となり、両者は一致しなくてはならない：

取（〟〆）＝Ⅱ（（〟⑳克）ル

ー方、廿（β（〟⑳克））＝〈〟⑳克，β〉＝〈叫廿月（刷に注意すると、任意の自己共役作用素〟

に対して取（坤A）＝取（〟取β（β））が成り立つ。よって、〆＝Ⅱβ（β）を得る。
（証明終）

1．5　（離散的）POVM

第1．3節において観測量は、量子系に付随するHilbert空間上の自己共役作用素で記述され

ることを説明した。しかし一般の測定では、ある量子系Aを測定装置と適切な相互作用をさ
8



せ、測定装置の観測量（メータ）を読み取ることで、量子系Aの観測量以外の測定も可能であ

る。このような間接測定も考慮に入れた最も一般的な測定による測定値の確率分布は、POVM

（PositiveOperatorValqedMeasure，ProbabilityOperatorValuedMeausre）［9］によって記述

されるこ．とが知られている（論文【10】及びその参考文献を参照）。

定義1．1（離散的POVM）正値作用素の有限個の集合（‰）L＝1が∑L＝1‰＝丁を満たすと

き、（笹）を（離散的）POVMという0

測定値が有限個の場合の一般測定は、離散的POVMにより記述されることがわかる。ここで

は、前節で導入した公理に基づき、次のような間接測定モデルを用いてPOVMによる測定を

説明する。

量子系Aに対し、ある量子系β（測定装置）を状態打に用意し、量子系Aの状態βと量子

系月との合成系の状態β⑳Jを公理1．2に従って、あるユニタリ作用素Uによって時間発展さ

せると、全体系の状態はUP⑳J伊となる。このとき、量子系月の物理量〟（メータ物理量）

を測定すると、公理1・3により、測定結果mを得る確率はnA十月（担β⑳J伊）伍⑳β〟（m）））

である。ここで、‰＝取β（伍⑳可（伊（ん⑳且〟（m））り）とすると、（‰）が系A上の離散

的POVMであり、nA（Pgm）＝nA＋β（（UP⑳J伊）伍⑳ガ〟（m）））を満たすことが容易に示さ

れる。よって、このような間接測定を、離散的POVM（‰）に基づく測定と考え、状態βの下

で測定値mを得る確率はnA（β‰）で与えられる。また逆に任意の離散的POVM（‰）に対
してある量子系月、合成系A＋月上のユニタリ作用素U、量子系月の観測量〟が存在して

廿（Pgm）＝取（世β⑳J伊）（β〟（m）⑳克））を満たすため、任意の（離散的）POVMは間接測
定によって実現可能な測定である。

特に離散的POVM（‰）の全ての要素が射影作用素である、すなわち‰」‰＝∂mm‰を満

たすとき、このPOVMによる測定はPVM（ProjectionⅥlluedMeasure）測定といわれる。

続いて、POVM測定の例を紹介する。次のような、アリス、ボブの二人の登場人物によるゲー

ムを考察する：アリスは、量子系祝において、状態ベクトル帆〉＝lO〉，砂2〉＝（回＋困）／ヽ乃

で記述される二つの純粋状態を用意する（ここで、lO〉，ll〉は祝の正規直交系である）。アリス

は、そのうちの片方をボブに与え、ボブは与えられた状態が陣1〉、砂2）のどちらであるかを当
てる。

ボブは、適切なPOVM測定を通じて状態の推定を行うが、陣1〉，陣2）の非直交性より、確実

に状態を当てることができないことが示される【15］。ところが、次のようなPOVM測定を行う

と、誤りのない状態識別が可能であることがわかる。実際、次の3つの要素

gl

且2

1乃

1＋1万
1〉〈1

1万（同一け”（〈Ol－川）

1＋1乃
筏　≡　7－月1－月2
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を含むPOVMを考える（これらは正値作用素で∑m‰＝Iを満たすので、POVMである）。

ボブに状態軌〉＝lO）が与えられたとする。彼はPOVM（仇，筏，筏）によって記述される測定

を行う。〈裾現車〉＝0となるように仇を上手く選んだので、glの結果が得られる確率は0で
ある。それゆえにもし測定結果がglならば、′ボブが受け取った状態は砂2〉であると断定でき

る。同様にもし測定結果が筏ならば、ボブが受け取った状態は砂1）であることがわかる。し

かしながら、測定結果筏を得た場合は、ボブは与えられた状態がなんであるかを正確にあて
ることはできない。しかし重要な点は与えられた状態をボブは決して間違わないということで

ある。

1．6　Schmidt分解と純粋化

本節では、量子情報理論の研究において便利な道具であるSchmidt分解と純粋化（purification）

について説明する。

定理1．5（Schmidt分解）叙Aをn次元Hilbert空間、叙Bをm次元Hilbert空間とする。任

意の単位ベクトル砂〉∈叙A⑳叙月は、叙Aと叙月のある正規直交系伸A〉），（侮〉）、及び、

右＞0，∑誹＝1を満たす実数により、

冊＝∑姉A〉侮〉

と表される。この分解をSdlmidt分解、入iをSchmidt係数と呼ぶ。

証明）ぞれ叙A，叙月の正規直交基底とする。このとき任意の陣〉∈叙A⑳叙月は

冊＝∑瑚凧廟〉

と書くことができる。行列Aの錘成分を叫とする。特異値分解によって、A＝打かVと表す

ことができる。ここでq Vはユニタリ行列、上目ま対角行列である。このとき

瑚＝∑隼仇協＝∑巧戯侮
亀！β　　　　　　　　　　　　　　亀

となるので、

冊＝∑晦玖湖捌卯〉

である。このとき恒〉＝∑酋勅〉，侮〉＝∑た瑚勒〉，入鹿＝d壷とすると、（恒〉），（侮〉）は
それぞれ叙Aと叙月の正規直交系になり、

困＝∑瑚A〉侮〉



ノ

となる。またm＞mの場合、叙月の正規直交基底畑扁）畏1に零ベクトルを加えm＝mとし、
上の証明と同様の操作を行えば

困＝∑閥梅〉
i＝1

となる。

（証明終）

次に純粋化について紹介する。まず量子系Aの状態〆が与えられたとする。このとき新たに

量子系月を導入し、合成量子系A＋月の状態を取副A月〉〈A呵）＝〆を満たす純粋状態IA月〉

にすることができる。これを〆の系月への純粋化という。次に純粋状態IA月）をどのようにし
て作るかを説明する。

〆は密度作用素なので0以上の実数（釣）と正規直交基底（板〉）によって〆＝∑溝板〉くまAl
と表わせる。このとき系月として系Aと同じ状態空間を持つものを用意する。またその正規直

交基底を（庵〉）とし、合成系A＋月に対する純粋状態IA月〉を

困〉＝∑湖刷毎）

で定義すると、

取月（囲〉〈A刷＝∑V旬再帰〈JAl〈如月〉

＝∑扉A拍Al＝〆

となる。

2　量子オペレーション

公理1．2で述べたように孤立系の時間発展はユニタリ変換によって記述される。しかし現実

世界には完全に孤立した系、すなわち他の系から相互作用も受けない系は存在せず、現実の量

子系は他の量子系から何らかの影響を受ける。このような場合の系の振る舞いを記述するもの

として量子オペレーションというものがある。本節ではこの量子オペレーションについて説明

する。

2．1　皇子オペレーションと完全正写像

量子系Aが装置系月と相互作用する場合、系Aと系月の合成系を孤立系とみなすことによ

り系Aの状態変化を記述する。

11



定義2．1（量子オペレーション）叙Aを量子系AのHilbert空間、B（叙A）を7iA上の線形作用素

全体とする。写像f：B（叙A）→B（7LA）が、あるHilbert空間叙B上の密度作用素Uと叙＾⑳叙B
上のユニタリ作用素Uによって

ど（β）＝取扇打（β⑳可叫

と表される場合、どをトレースを保存する量子オペレーションと呼ぶ。

トレースを保存する量子オペレーションは、叙A上の密度作用素の空間g桝A）を即‰）に写

し、装置系と相互作用する系の状態変化を説明する。実際、系Aの状態をβ、系月の状態をJ、

合成系A十月の状態をβ⑳Jとすると、合成系A＋月が孤立系である場合、公理1．2よりその合

成系の時間発展はユニタリ変換Uによって・記述され、全体系の状態はU（β⑳可伊となる。こ

のとき系Aの状態は、定理1．4よりⅡ月田（β⑳可叫となる。すなわち、部分系Aの状態は、

初期のβから恥β世（β⑳可叫へと変化しており、これはトレースを保存する量子オペレーショ
ンによる変換に他ならない。

β一一一正］一十押 U

図：孤立系（左）と孤立系でない系（右）の状態変化

次にこの量子オペレーションがどのような性質を持つのかを説明する。まず完全正写像を次

のように定義する。

定義2．2（完全正写像）B（71）をHilbert空間71上の線形作用素の空間、叙nをn次元Hilbert

空間とする。写像ど：β（宰）→β（宰）が任意の正値作用素を正値作用素に写すときどを正写

像（positivemap）といい、またC⑳左が正写像であるときCをn一正写像という。ここで左

はβ四m）上の恒等写像である。任意の自然数犯に対してどが恥正写像となるとき完全正写像

（completelypositivemap）という。

以下では完全正写像、トレースを保存する完全正写像をそれぞれCP写像、TP－CP写像と略す

こととする。

量子オペレーションは以下のように特徴付けることができる。

定理2．1系Aに対応する状態空間を叙A、Aを叙A上の任意の線形作用素とする。このとき次

の条件は同値である。

12



（1）CはTP－CP写像である。

（2）叙。上の線形作用素弼）で∑た侵略＝丁を満たすものが存在して

ど（A）＝∑晰鴫

と表わすことができる。

（3）写像どは系Aのトレースを保存する量子オペレーションである。

証明）（1）⇒（2）叙月＝叙Aとする。このとき伸A〉），（侮〉）をそれぞれ叙A，叙月の正規直交基底

回＝∑閥恒〉

とする。このとき

も⑳ど（回国）＝∑侮〉〈舟⑳伸A〉〈JAl）

である。一方、どは完全正写像なのでも⑳ど（桓〉〈α1）は正値作用素である。したがって0以上

の実数（釣）と正規直交基底（困）で

ち⑳瑚α〉〈αl）＝∑扉〉川＝∑匝湖査I

とかける。ここで各日こ対して極〉＝V厄国である。今、匡た〉∈叙月⑳叙Aであるから偏〉＝

∑盃，誹）閥伍〉とかける。このとき仰A〉＝∑j卿JA〉とすると、

18た〉＝∑7月⑳仰甜A〉

である。したがって

も⑳ど（回〈αl）＝∑届く宛I⑳∑榊A〉〈JA昭

＝∑届く宛極抑A〉〈JAl）

となるので、任意の招任意のに対して紺。〉〈J。l）＝∑た仰A〉〈JA昭である。任意の線形作

用素AはA＝∑症殉国〈侶勒∈C）と表せるのでど（A）＝∑た陥A吋が成り立つ0またどはト
レースを保存するので∑侵略＝丁を満たす。

（2）⇒（3）g（A）＝∑望＝1睨哺（∑た侵略＝J）が成り立つと仮定する。伸A〉）た1を叙Aの正規

直交基底、7iBをd次元Hilbert空間とし、その正規直交基底を（ljB））f＝1とする。ユニタリ作
用素Uを

U闘1月〉＝∑陥⑳俳A〉梅〉（寝1，…，m）
13



を満たすように定義する。このとき叙A上の任意の線形作用素A＝∑壷，jα誹A〉〈JAtに対して

Ⅱ月明A⑳lむ1〉くわ11）叫＝∑α錘β剛棚⑳偏〉偏l）叫

＝∑勒∑仰〉〈弼
壷，J　　　　た

＝∑晰鴫

が成り立つ。

（3）⇒（1）叙β上の状態Jとユニタリ作用素Uによって写像どがど（A）＝Ⅱβ（U（A⑳可伊）と表わ
せたとする。nを任意の自然数、叙nをn次元Hilbert空間とする。このときYを叙n⑳叙A上の

任意の正値作用素とする。このとき叙爪，叙A上の線形作用素裁，筏が存在してy＝∑壷A五⑳月壷

と表せる。任意の単位ベクトルl¢〉∈叙m⑳叙Aに対して

〈肪⑳ど（y掴〉＝∑〈抽⑳ど（材掴〉

＝∑〈抽⑳取月田β豆⑳畔†掴〉

＝∑取（匝〉刷（A慮⑳廿月田筏⑳畔†）））

＝∑Ⅱ（掴〉刷⑳局（A壷⑳（U略⑳畔†）））

＝Ⅱ（（l鍬¢l⑳局（伍⑳U）（y⑳可搬⑳伊）））≧0

が成り立つのでどは完全正写像である。

（証明終）

（2）の分解ど（A）＝∑た捌けをどのKraus表現、線形作用素（場をKraus作用素という0

2．2　完全正写像

一般に（れ－1）一正写像ならばm一正写像というわけではない。実際、〟（可上の線形写像¢を

¢（A）＝（m－1）取（A）左－A

で定義すると¢は（m－1）一正写像であるが、m正写像ではない。このことは次の補題からわかる。

補題2．1句たを（招）成分が1、それ以外の成分は全て0の乃×れ行列、β＝∑ムた恥⑳恥と
する。
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召ノ（和一1）左2一別は正値ではない

似クをrank（P）＝れ－1の射影とする0このとき

や（（和一1）左2一句才

は正値である。ここでや＝左⑳クである。

補題2．1の証明）（1）取払＝偏執より

β2＝m点

が成り立つ。、したがって孟別ま射影なので

l圃l＝犯

が成り立つ。したがってあるベクトル冊が存在して佃匿圃巨用を満たすので（m－1）ん2－月

は正値ではない。

（2）∑j吼A勒＝Ⅱ（A腫～より
β左⑳Aβ＝取（A）且

が成り立つ。これより　　・　　　　　　　　■

llPgPll …伽2創

芸酔刷

111（P）l聞

取（P）＝乃－1

巧（m－1）左2げ≦f癌や
である。したがって

が成り立つ。
（証明終）

次に¢（A）＝（れ－1）取（A）左－Aが（れ－1）正写像であるが、れ一正写像ではないことを示す0

最初に¢が恥正写像ではないことを示す。

¢⑳東研圭吉（恒岬肪一瑚⑳拍一筋2－g
が成り立つ。補題2．1よりこれは正値ではない。

次に¢が（m－1）一正写像であることを示す。ベクトル回を

回＝扁1局1），…，喘‥誹‾1），‥・，α汁））



で定義し、ズ＝回〈可とする。さらに

∈〟（可⑳〟（れ），エ＝

）l
（

l

　

　

●

　

●

　

●

α

）l
h
l

α

n
あ
　
：
．

α

）lh
品α

0　・‥　　0

としたとき端＝巧∑J，た恥⑳恥）且が成り立つ。ここで且＝左⑳上である0実際、

封（衷勅）且＝

上場11エ　…

上り‰1エ　…

であり、さらに（エ†勒叛＝α㌘）αfj）（招＝1，…，れ－1），（エ†勒叛＝0（宜＝れまたはJ＝可

である。このとき

¢⑳項瑚＝中一1左2－中
となる。さらに上は階数がれ－1のある射影クに対してクエ＝エとなる。したがって

¢⑳項瑚＝蝉（恒肪2－可fi

となり、補題2・1より中一肪2－中は正値なので¢⑳項和も正値である0したがっ
て¢⑳ん＿1（ズ）は正値なので¢は（m－1）一正写像である。

（証明終）

3　忠実度（Fidelity）とトレース距離（TraceDistance）

忠実度（Fidelity）とトレース距離（TraceDistance）は2つの量子状態の近さを表すときに用
いられる。忠実度とトレース距離はともに量子状態の近さを表す距離として便利な性質を多く

もっており、両者の性質はとても似ている。本節では忠実度とトレース距離がもつ性質と、両

者の関係について説明する。

3．1　忠実度とその性質

始めに忠実度を定義し、それがどのような性質をもっているのかを説明し、忠実度が2つの量

子状態の近さを表す便利な距離であることを見る。トレース距離に関しては第3．2節で述べる。

忠実度は次のように定義される。
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定義3．12つの密度作用素βとJの忠実度ダ（β，可は

ダ（β，可＝Ⅱ

で定義される。

忠実度は距離の公理を満たさないが2つの量子状態の近さを表すのに便利な性質を多く持っ

ている。これからその性質について説明する。

定理3．1忠実度はユニタリ変換のもとで不変である。すなわち任意のユニタリ変換Uと2つ

の密度作用素βと打に対して

ダ（Uβ伊，UJ伊）＝ダ（β，可

が成り立つ。

証明）任意のユニタリ変換打と正値作用素Aに対して

JE両所＝U√左折

が成り立つ。実際UA的ま正値作用素なのでスペクトル分解A＝∑慮α五月を用いるとノ抗好子＝

∑盃V旬月であり、またこのときA＝∑挿伊即なのでV項＝∑iV句伊即である0した

がってU√わ†＝∑川旬月＝招両所である。よって

ダ（UP伊，UJ伊）＝　取

＝　廿 （U、作伊UJいUl作い）

〆／2叩1／2叫

ダ（β，可

（証明終）

忠実度の性質を理解するのに役に立つのが次の定理である。

定理3．2叙Aをd次元のHilbert空間とする。このとき7iA上の2つの密度作用素pとUの全て

の純粋化砂〉と匝〉に対して

軸可＝箭封〈軸〉l
が成り立つ。

定理の証明の前に次の補題を示す囲。
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補題3．l AをHilbert空間7i上の任意の線形作用素、UをUfU≦Iを満たす線形作用素とす

る。このとき

笹（A【川≦叫AI

が成り立つ。ここでIA巨ノ初である。

補題の証明）まず、任意のA，ズ∈月（叙）に対して

可ズA）≦l凶匝（A）

が成り立つことを示す。ここで帖侶叶）はそれぞれ刷暮＝Sup回∈瑚酬＝11匝侶可A）＝

僻耳で定義される。抽）を叙上の正規直交基底とする。このとき、

榊2＝㌢嘲2≦酬（写・可＝‖榊）2
が成り立つ。したがって可ズA）≦l図回A）である。また可孝）＝可孝†）が成り立っので、

可Aズ）＝可（Aズ）†）＝可ズ†A†）≦】げ†腑（A†）＝膵＝可A）

である。今、伊U≦丁より附＝≦1である。極分解A＝Ⅴ刷（Vはユニタリ）を用いると、

仲（An‥　＝＝「取（mV同∨阿）l

圧詔可Ⅴ†伊，招可〉I

≦J（招可Ⅴ†伊）可招可）

≦　＝折叫回∨河）2

陣＝nlAl

≦　取囲

が成り立つことがわかる。

（証明終）

定理の耗明）冊，lァ〉をそれぞれβとJの系Bへの純粋化とする。すなわち榔困∈叙。⑳叙月

であり、取β（砂〉刷）＝β，取β（届く河）＝げを満たす。

lCASEI】dim叙B≧dのとき

（板〉）を叙。の正規直交基底、（侮〉）を叙月の正規直交系とし、匝〉＝∑た1侮〉l宜A）と定義す
る。

このとき、Schmidt分解を用いることにより

困＝梅軒捌m〉，



となるようなユニタリ作用素仇，晦が存在することがわかる。また同様にあるユニタリ作用

素略，鴨が存在して

匝〉＝（晦⑳1斤抱）lm），

と表わすことができる。このとき内積をとると

暮佃洲 〈可中細鮎旬叫肋

〈mぺⅣ⑳現㍉諦可Im〉

ただし、Ⅳ＝寝鴨である。このとき、叙A上の線形作用素面を

〈宜A圃JA〉＝毎岬宛〉（再＝1，…，d）

で定義すると、卸†卸＜丁であり、

Ⅱ（卸†現、作ヽ石仏） 妾車†（套叫現碑l宜A〉
∑くまA桝JA〉〈JA岨市浦瑚A〉

崖，j

＝∑〈JA両局〈JA硯㍉諦仰A〉

＝∑〈舟卯月〉伍硯㍉諦仰A〉　●

＝〈m亘Ⅳ⑳鳴声諦可Im〉

が成り立つ。したがって、

胸勅引　＝＝ト取（舟†鳴ヽ信、作抱）I

笹（～信招汀）l

ただし、r＝抱Ⅳ†現である。r†r≦Jなので、補題3．1より

l砂洲≦叫ヽ信、作t±ダ（β，可

lCASEII］dim叙B≡dB＜dのとき

（侮〉）を叙月の正規直交基底、恒〉を叙Aの正規直交系とする。このとき回＝∑空1侮〉恒）
とする。Schmidt分解を用いることにより、あるユニタリ作用素t左，UL，th，Vbが存在して

砂〉＝（晦⑳ヽ信仇）匝〉，困＝（鴨⑳、作抱）lm〉
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と表わすことができる。このとき叙A上のユニタリ作用素面を

くまA何JA〉 侮lW侮〉（1≦宜，J≦毎）

くまA画JA〉　＝　屯J極＜哀（併弓）≦d）

で定義する。ここでⅣ＝鳴晦である。（1）のときと同様に冊と回の内積をとれば

削座引　＝＝　陣坤璃佐用沌来庁、作瑚m〉I

＝葺くJ〝（妻板サ碑揖A〉
＝∑〈JA何†p鳴声諦竹山A〉

J＝1

＝∑〈JA卜P耐P鳴声諦竹山A〉

＝Ⅱ（ヽ信、何局痢†p現）

ここでP＝∑空1恒〉くまAl≦丁である。したがってr＝抱で卸†p現はr†r≦丁を満たす。よっ
て補題2．1より

冊刷≦叫ヽ信、伺＝ダ（β，可

が成り立つ。

最後にダ（β，可＝l刷困lを満たす純粋化陣〉，匝）が存在することを示す。叙β＝叙Aとする。

lCASEI］より冊p）I＝憮（舟†UiJP、βVh）［である。このとき、作、斤の極分解をJP、β＝

Vl、万作l（Vはユニタリ）とする。このとき仇＝Ⅴ†，抱＝晦＝晦＝丁とすれば卸＝Jで

あるからl佃洲＝「町ヽ斤、伺＝ダ（β，可

・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

定理3．2を用いることにより、以下のような忠実度に関する幾つかの性質が成り立っことが

わかる。

定理3．3任意の密度作用素β，J，伽，蝕Jo，Jlに対して次の性質が成り立つ。

（1）ダ（β，可＝ダ（打，β）

（2）0≦ダ（β，可≦1

（3）ダ（β，可＝1⇔β＝J

（4）ダ（β，可＝0⇔PJ＝0

（5）ダ（伽⑳Jo，Pl⑳Jl）＝ダ（伽，Plげ（Jo，Jl）

証明）（1）鞠，可＝ダ（打，β）、すなわち取（J〆／2叩1／2）＝取（ Jl／2PJl／2）を示す。

人を〆／2叩1／2の0でない固有値、回をその固有ベクトルとする。、作打、作回二伸）である。こ
20



のとき

入（1万、作回）＝　ヽ信、作（、作J、作）回）

＝　ヽ信βヽ信（ヽ庁、作回）

が成り立つので、人はヽ斤βヽ店の固有値であり、ヽ店、作回がその固有ベクトルになる2。また

恒〉，恒〉がもし輔車2〉＝0，t、作J、仲南〉＝坤1〉，脚、作匝2〉＝坤2）を満たすならばならば

、庁謹恒〉と、㍉伺恒）は直交する。以上より叫府）＝叫 Jl／2PJl／2）が成り立つ。

（2）0≦ダ（ク，可≦1

定理3．2よりダ（β，可＝l佃励lを満たすβ，打の純粋化砂），匝〉が存在する。したがって

0≦ダ（β，可＝削座〉l≦1

（3）ダ（β，可＝1⇔β＝J

（⇒）定理3．2よりダ（β，可＝酬座〉lを満たすβ，Jの系Bへの純粋化佃日直が存在するので

F（p，J）＝L（4，）洲＝1である。よってSchwarzの不等式の等号成立条件より、ある実数0が存

在して砂〉＝e壷β回を満たす。よって

β＝Ⅱβ（困刷）＝取β（e紺聞く河e‾豆β）＝取β（座〉伺）＝J

（≠）β＝Jより柏，可＝叫柄）＝叫β）＝1

（4げ（β，可＝0⇔PJ＝0

ダ（β，可＝0　⇔　廿（

⇔〆／2叩1／2＝0

⇔取（〆／2叩1／2）＝Ⅱ（β可＝0

⇔　PJ＝0

（5）ダ（伽⑳Jo，Pl⑳Jl）＝ダ（伽，Plげ（恥，Jl）

ダ（伽⑳旬，Pl⑳Jl）＝　取（

叫J両⑳
ダ（蝕のげ（Jo，Jl）

J亮JIJ亮）

（証明終）

定理3．3の（1）より忠実度は対称性を満たすことがわかる。また（2）、（3）、（4）より2つの状
態が近い（識別しにくい）ほど忠実度の値は1に近づき、逆に遠い（識別しやすい）と0に近

づくことがわかる。　　　●

2もしヽ停滞回＝0ならば入＝0となる0
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定理3．4任意の密度作用素β，打に対して

毎ヶ‥＝怒号、有衰＝、石高二

が成り立つ。ここで最小化は全てのPO棚四m）に対して行う。

証明）極分解を用いて柄＝謹、斥け（Uはユニタリ作用素）と書ける。これとScIⅣarZ
の不等式を用いると

ダ（β，可　＝　取（、作ヽ信明

＝∑叫詔∨瓦∨瓦高明

≦∑仲（訴∨瓦ん句読伺州

≦∑ノ叫勅）頭声房

となる。すなわち、

粕可≦琵慧府屑
である。次に等号が成立するようなPOVM岬mlを見つける。この不等式において等号が成立

するのは次の2つの条件が成り立っときである。

①Ⅱ（、作‰′ヽ斤り≧0

②ある複素数αmが存在して原、作＝αm厄ヽ斥けまたはαm′原、作＝昭ヽ斥けを満た
す。

lCASEI］pが可逆のとき（pp－1＝Iを満たすp－1が存在するとき）

府＝謹、斥けは
ヽ信U＝√1／2

となる。これを②の式に代入すると

〆／2叩1／2

αm応訴＝席√1／2

とが成り立つことがわかる。このとき〟＝√1／2諭‾‾iノ2示7‾豆√1／2とすれば

厄（αト〟）＝0

である。〟は正値作用素なので、〟＝∑m乱一匝〉〈ml（‰≧0，匝〉‥正規直交基底）くと表わすこ

とができる。

このとき‰＝匝〉〈叫，αm＝恥とすると②の式が満たされ、さらに①に関しても

取（、作‰ヽ信U）＝取（、作匝〉回ヽ信町‾1／2〆／2）

＝　取（、伺m〉〈叫〟1万）

＝凡才（掴回）≧0



となり、①が成立していることがわかる。以上より

軸可＝∑J頭再訂何両

が成り立つ。

lCASEII】pが可逆でないとき

βは密度作用素なので0以上の実数（釣）と正規直交基底（国）で

β＝∑扉〉伺＝∑扉〉〈冊≦d）

と表わすことができる。ただし2つめの式において釣＞0である。このとき

〆＝呂去l冊
とする。さらに

P＝∑榊l，Ⅳ＝∑榊I
査＝1　　　　　　　　　壷＝γ＋1

とすれば、

P＝β√1，7＝P＋Ⅳ，βⅣ＝Ⅳβ＝0

が成り立づ。このとき府＝謹、序Uの両辺にPをかけると

P柄P＝P挿、店UP
〆／2叩1／2f）＝Pヽ斤UP

ここで〟＝√1／2p pl／2JPl／2Pp－1／2とするとRan（M）⊂Ran（p）＝Supp（p）である。ここ

でsupp（β）はβの固有値が0でない固有ベクトルによって生成される空間である。また〟は

正値作用素であるからsupp（β）の正規直交基底恢）を用いて〟＝∑た1動恢〉〈軌日照≧0）

と表せる。このとき昂＝恢〉〈軸（宜＝1，…，γ）とすると伊，仇，…，払）はPOVMになる。

〆／2p僻平P＝P㍉UPより

〟、作＝Pヽ信UP

である。この式の左辺から筏をかければ

且筏、作＝筏ヽ信UP

となり、またKer（Ek、店U）⊂Ker（Bh＼β）⊂Ker（Eh）よりEiヽ斤UN＝0となるので

且ヽ信UP　二　月壷ヽ石打（トⅣ）

二か亭仁一



である。またⅣのときはα＝0とすればⅣ、作＝αⅣヽ斥けが成り立つ。

以上より条件②を満たすことがわかる。また、

取（、作動～信明　＝　取（、作ヽ斤り

＝　Ⅱ（ク、作筏P1万り

＝　取（、作風〟、作）

＝　且取（β昂）≧0

取（、作Ⅳ～信明　＝　0

が成り立っので条件①も満たされる。以上より任意の密度作用素β，Jに対して

ダ（β，可＝minダ（pm虻m）
tgm）

が成り立っことがわかる。

（証明終）

忠実度はトレースを保存する量子オペレーションに関して単調性をもつ。

定理3．5（忠実度の単調性）p，UをHilbert空間叙上の密度作用素とする。任意のトレースを保
存する量子オペレーションどに対して

ダ（ど（β），ど（可）≧ダ（β，可

が成り立っ。

証明）定理3・2よりダ（戸，可＝冊l洲を満たすβ，打の系月への純粋化砂），座〉∈叙月⑳封が存

在する。CはTP－CP写像であるから定理1・2よりあるHilbert空間7iE，Ieo〉∈7iE，叙⑳7iE上
のユニタリ作用素Uが存在して

ど（β）＝ng（U（β⑳向〉〈eoI）伊）

と表わせる。このとき克⑳叫洲eo〉，JR⑳U匝〉匡0〉はそれぞれど（β），ど桓）の純粋化になってい

る。実際、

ど（β）＝　ng（U（β⑳匡0〉〈eo脚†）

＝　ng（U（取月（砂〉刷）⑳匡0〉〈eol）伊）

＝　ngn月偏⑳叫洲e。〉刷〈e。侮⑳伊）

である。また同様に

坤）＝¶通で柏（月⑳　河車0〉〈縮減⑳叫



である。したがって

ダ（ど（β），ど桓））≧　冊〈eo世†叫や〉匡0〉l

冊I洲＝ダ（β，可

（証明終）

最後に忠実度の凹性を示す。

定理3・6（忠実度の強い凹性）P＝（（pl，・‥，pれ泄≧釣≧1，∑溝＝1）とする。（釣），毎）∈

ク，（桝），くれ）を乃個の密度作用素の集合とする。このとき

車肋写抑）≧㌢郡（醐）
が成り立つ。

証明）定理3・2よりダ（捗J五）＝削頼朝を満たす捗，仇の純粋化恢〉，幅〉が存在する。仙幅〉＝

re蛾（γ≦0，β壷∈叫と表わせるので励〉＝e当麻〉とすれば椀〉はJ豆の純粋化でさらに

ダ（恥の）＝〈擁椀〉を満たす。このときれ個の正規直交基底国をもつ系を導入し、

困＝∑∨何州畑l¢〉＝∑V旬刷豆〉

とすると、砂〉は∑i脚宜の純粋化、刷は∑雄のの純粋化になる。したがって定理3・2より

車抑写抑）≧・〈州
＝∑凄高く榊椀〉

＝∑凄高相わJ慮）

（証明終）

この定理3・6より忠実度は凹であることがわかる。実際、定理3．6において依＝pゎ（豆＝J（宜＝

車附巨（亘，写抑）≧㌢仰（醐）＝写蛸冊）
が成り立つ。また忠実度の対称性より

車可≧写勅）
も成り立っ。
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3．2　トレース距離とその性質

次に2つの量子状態の近さを表すもう1つの距離であるトレース距離について説明する。ト

レース距離も忠実度と同じように量子状態同士の近さを表す距離として良い性質を持っており、

両者の性質には類似点が多い。ここではトレース距離の定義と基本的な性質について説明する。

トレース距離は次のように定義される。

定義3．22つの密度作用素βと打のトレース距離か（β，可は

輔車去鞘一可

で定義される。ここで日は任意の線形作用素Aに対して刷＝価で定義される。

次にトレース距離の基本的な性質を説明する。

定理3．7トレース距離は忠実度と同様にユニタリ変換で不変である。すなわち任意のユニタリ

変換Uと2つの密度作用素βとJに対して

叫町叶仇㌦）＝叫β，可

が成り立つ。

証明）巧打β伊，UJ伊）＝叫U（β－坤叫／2である。さらに人をU（β一可伊の固有値、佃を

その固有ベクトルとすると（クー可伊＝入叫桝が成り立っので人はβ－Jの固有値、叫佃は
その固有ベクトルとなる。したがって

取世（β一可叫主叫β一可

が成り立つので、トレース距離はユニタリ変換で不変である。

（証明終）

忠実度のときと同じようにトレース距離の性質を見ていく上で便利な定理がある。

定理3．8βとJを密度作用素とする。このときP≦丁を満たす全ての正値作用素タに対して

β（β，可＝maXn（P（β－可）

が成り立っ。

証明）クをP≦丁を満たす正値作用素とする。β－Jは自己共役作用素なので直交する正値

作用素Qとg（Qg＝gQ＝0）が存在してβ一打＝Q一gと表すことができる。このとき
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lP一可＝ Q2＋Qg＋gQ＋g2＝Q＋方であり、さらに0＝取（β一可＝取（Q一g）より

取（Q）＝取（g）となるので、β（β，可＝取（Q）となる。一方、

取（P（β一可）＝取（P（Q一g））＝取（PQ）一廿（Pg）

である。j）と方は両方とも正値作用素なので取（Pg）≧0であり、またP≦丁より取（PQ）≦

Ⅱ（Q）なので

Ⅱ（P（β一可）≦取（Q）

が成り立つ。以上より

β（β，可＝Ⅱ（Q）≧maxn（P（β一可）

が成り立つことがわかる。さらにタをsupp（Q）への射影とすると、PQ＝Q，Pg＝0を満た

すのでⅡ（P（β一可）＝Ⅱ（Q）＝β（β，可である。以上より

β（β，可＝maXn（P（β一可）

（証明終）

この定理3．8を用いることによりトレース距離に関する次のような性質が成り立っことがわ

かる。

定理3．9任意の密度作用素β，J，丁に対して次の性質が成り立っ。

（1）か（β，可＝β（J，β）

（2）0≦β（β，可≦1

（3）か（β，可＝0⇔β＝J

（4）か（β，可＝1⇔PJ＝0

（5）か（β，可≦β（β，可＋β（J，丁）

証明）（1）任意の線形作用素Aに対して刷＝巨両＝ノ（‾－A）†（－A）＝トAlが成り立っので

輔車芸輌一可＝叫一向＝坤β）

である。

（2）か（β，可≧0は明らか。定理3・8よりある射影クが存在してβ（β，可＝取（P（β－可）を満た

す。ここでⅡ（P（β一可）≦Ⅱ（印）≦1なのでβ（β，可≦1である。

（3）

か（β，可＝0⇔「呵β一可＝0

⇔IP一可＝0

⇔（β一可†（β一可＝（β－可2＝0

⇔β＝J
27
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（4）（睾）PJ＝0とする。このとき

輔車去輌一可＝叫叫打　＝1

である。

（⇒）か（β，可＝1とする。定理3・8よりある射影クが存在してβ（β，可＝取（P（β一可）を満たす。

β（ク，可＝Ⅱ（P（β一可）＝1

より、取（Pp）＝1かつⅡ（P可＝0である。このときちをsupp（β）への射影とするとろ≦ク

である。したがってⅡ（ち可＝0となるのでβとJは直交する。すなわちPJ＝0である。

（5）定理3・8よりある射影クが存在してβ（β，丁）＝取（P（β一丁））となる。

β（β，丁）＝　取（P（β一可）＋取（P（J一丁））

≦　β（β，可＋β（J，丁）

（証明終）

この定理3．9よりトレース距離が距離の公理を満たすことがわかる。また忠実度とは逆に2

つの状態が近いとトレース距離の値は0に近づき、遠いと1に近づくことがわかる。

定理3．10任意の密度作用素β，Jに対して

輔車漑芸∑一叫勅卜坤剛

が成り立つ。ここで最大化は全てのPOV叫‰）に対して行う。

証明）●直交する正値作用素Qとgが存在してβ一打＝Q一gと表すことができる。このとき

ln（‰（β一可）t In（‰Q）一取（‰g）l

≦In（‰′Q）l＋ln（‰P）暮

＝　取（‰（Q＋卵）

＝　取（私．lP－可）

軸車三重姉可巨写帆（刷＝去写関脇）珊瑚
となる。さらにElをsupp（Q）への射影、E2＝I－E2とするとEl，E2はPOVMになる。この

困昂Q）‾叫即）巨WQ）＋叫即）（宜＝1，2）



が成り立つので、このPOVMに対して

輔車去∑同舟）Ⅷ（吼）l
m′

となる。

（証明終）

定理3．11（トレース距離の単調性）p，UをHilbert空間71上の密度作用素とする。このとき任

意のTP－CP写像Cに対して

β（ど（β），ど（可）≦β（β，可

が成り立つ。

証明）直交する正値作用素Qと方が存在してβ一J＝Q一gと表すことができる。定理3．8よりある

射影クが存在してβ（ど（β），どレ））＝Ⅱ（P（ど（βトビ桓）））を満たす。ヱ）（β，可＝取（Q），取（ど（Q））＝

取（Q）より

か（β，可　＝　Ⅱ（Q）

＝　取（ど（Q））

≧　Ⅱ（Pg（Q））一散（Pg（g））

＝　取（P（ど（β）一g（可））

＝　β（ど（β），ど（可）

が成り立っ。

（証明終）

最後にトレース距離の凸性を示す。

定理3・12（トレース距離の強い凸性）P＝（（pl，…，pmMO≧釣≧1，∑誹＝1）とする。

（釣），毎）∈ク、（桝），（可をm個の密度作用素の集合とする。このとき

車抑写抑）宰l…巨写勅仇）
が成り立っ。

証明）定理3・8よりある射影クが存在して叫∑溝仇，∑雄の）＝廿（P（∑溝β五一∑挿J壷））を満
たす。したがって

車隅写抑） ∑p潤（鞠）－∑依叫Pq）
富　29　　　　亀



＝∑p誹（勒一句）＋∑（凱一俵）叫Pq）

≦∑p刺恥の）＋∑（釣一依）

≦∑針恥，の）＋去∑励一融

が成り立つ。

（証明終）

この定理よりトレース距離が凸であることがわかる。実際、定理3．12の釣＝恥J慮＝J（宜＝

1，…，m）とすれば

車肌中（写抑
が成り立つことがわかる。またトレース距離の対称性より第2成分に関しても凸であることが

わかる。

写抑）≦写p胸）

3．3　忠実度とトレース距離の関係

トレース距離と忠実度は式の形は異なってみえるが、お互いに密接に関係している。ここで

はトレース距離と忠実度にはどのような関係があるかを説明し、量子状態の近さを表す測度と

しては同等なものであるということを見る。

始めに純粋状態の場合、忠実度とトレース距離は等価であることをみる。まず2つの状態

ベクトル回と桝を考える。ただし回と桝は一次独立とする。このとき桝＝回，困＝

（困－〈α酬α〉）／旧り－〈α酬α〉Ilとし、さらに〈α困＝COS（β）（0≦β≦喜）とすると、回，国は

正規直交系で、困＝COS（矧0〉＋sin（矧1〉となる。回と桝の忠実度は

珊α），困）＝廿 （回〈可困くわ＝α〉〈可）＝冊矧＝loo眉（矧

となる。一方、トレース距離は

舶〉潮）＝去叫（榊卜榊帽sin（β）1

となる。以上より

ガ（同湖）＝ 1－珊α〉，困）2

が成り立っことがわかる。また回と桝が一次独立でないとき、すなわち一次従属のときはあ

るα∈C，回＝1が存在して回＝αl叫を満たすので珊α〉，匝”＝1，瑚α），匝”＝0となる。

以上よりβ（回，匝”＝ 1－珊α〉，匝”2は任意の純粋状態に対して成り立っ。この関係式より
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純粋状態のときは2つの状態の忠実度が求まればトレース距離も求めることができ、またその

逆も成り立つので、忠実度とトレース距離は等価である。

次に一般の場合を考える。βとJを密度作用素とすると、定理3．2よりダ（β，可＝冊洲を

満たすβ，げの系月への純粋化陣〉，匝）が存在する。トレース距離の単調性より

β（β，可＝β（Ⅱ月（砂〉刷），取月（砂〉刷））≦β（砂〉，座〉）＝ 1－珊1妬Ip〉）2＝

が成り立っことがわかる。これは2つの状態の忠実度が1に近づけばトレース距離は0に近づ

くということを意味している0一方、定理3・4よりあるPOVM（‰）が鱒在して

軸可＝∑偏
m

を満たす0ここでpm＝取（β‰），‰＝Ⅱ（J‰）である。このとき∑m（高一小話）2＝2－
ダ（β，可であり、さらにI招忘一握l≦l筋＋握lと定理3・10より

、∑（筋一席）2≦∑lpm一恥l≦2上）（戸，可

が成り立っので、

1一ダ（β，可≦β（β，可

となることがわかる。これはトレース距離が0に近づけば忠実度は1に近づくこと意味してい

る。トレース距離と忠実度の関係をまとめると

1－ダ（β，可≦β（β，可≦

となり、これは忠実度とトレース距離が量子状態同士の近さを表す距離としては同等であると

いうことを示している。

4　複製（Cloning）と配送（Broadcasting）

本節では量子複製（配送）不可能定理（no－Cloningtheorem，nO－broadcastingtheorem）につ

いて説明する。この定理は2つの非直交な量子状態を同時に複製（cloning）するような装置は

現実には存在せず、さらに非可換な状態に関しては配送（broadcasting）することもできない

ということを示している。前節で紹介した忠実度の性質を用いて、この複製及び配送不可能定

理を証明することができる。　　　　　　　　　　　　／

4．1複製と配送

7iA，叙BをN次元のHilbert空間（7iA＝叙B）とする。複製（Cloning）と配送（Broadcasting）
は次のように定義される。
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定義4・1（1）叙A上のれ個の密度作用素の集合（β壷）た1が同時に複製できるとはど（桝⑳可＝

β宜⑳β壷（宜＝1，…，m）となるような叙月上の密度作用素打、β桝A⑳叙β）上のトレースを保存す
る量子オペレーションどが存在することである。

（2）叙A上のm個の密度作用素の集合（β挺1が同時に配送できるとはnA（ど（β壷⑳可）＝仇かつ

Ⅱβ（ど（桝⑳可）＝β壷（宜＝1，…，ん）となるような叙月上の密度作用素げ、β桝A⑳叙β）上のト
レースを保存する量子オペレーションどが存在することである。

2つの量子状態が複製（または配送）できることの必要十分条件は次のとおりである。

定理4．1何2つの密度作用素（伽，桝）が同時に複製できることの必要十分条件は伽＝Pl

（ダ（伽，Pl）＝1）またはp岬1＝0（ダ（伽，Pl）＝0）である。

定理4・2何2つの密度作用素（伽，桝）が同時に配送できることの必要十分条件は【伽，Pl】＝0
である。

4．2　皇子複製不可能定理の証明

この第4．2節では定理4．1と定理4．2の証明を与える。多少複雑なため次のような順番で証明

する。まず配送ができるならばダ（伽，Pl）＝ダ（β0，直）であることを示す。その次に複製ができ

るならばダ（伽，Pl）＝ダ（伽，Pl）2、ダ（伽，Pl）＝ダ（β0，疏）ならば［伽，Pl】＝0であること見る。そ

して［伽，Pl】＝0のとき、どのように配送を行うかを調べる。そして最後にダ（伽，Pl）＝0また

はダ（伽，Pl）＝1のとき、2つの密度作用素を複製する量子オペレーションを具体的に与える。

最後に複数個の密度作用素に対する量子複製不可能定理の証明を行う。

定理4．1と定理4．2の証明）

（1）配送ができるならばダ（伽，扁＝ダ（β。，緑であることを示す。

（伽，の）が配送できると仮定する。すなわち、nA（疏）＝β壷かつ取β（初＝β慮（宜＝0，1）
となるような量子オペレーションどと密度作用素げが存在する。

次に〟＝β謹2㌦両面扁1／2とすると肌ま正値作用素なので〟＝∑mβmlm〉回（‰≧

0，匝〉‥正規直交基底）と書ける。ここで‰＝匝〉〈mlとすれば、定理3．4より

拍0，両＝∑偏
rn．

となる。一方でⅡβ（疏）＝恥骨A（疏）＝β虞より

廿（毎（‰，⑳パ）＝取（如‰）＝廿（疏（J⑳‰′））
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∑凧⑳相血相＝拍0，両＝∑血））血⑳■‰））

である。これより

摘心＝芯写
●

m．

≦∑血）血））
＝　ダ（伽，Pl）

＝∑ノ叫緑⑳⑳島　凧的）

が成り立つ。さらに定理3．3．（5）と定理3．5より

ダ（伽，PD　＝　ダ（伽⑳J，Pl⑳可　　　｛

≦　ダ（ど（伽⑳可，ど（Pl⑳可）

＝　ダ（β0，毎）

が成り立つことがわかる。以上より

ダ（伽，Pl）＝ダ挿0，毎）

（2）複製ができるならばダ（伽，桝）＝ダ（伽，Pl）2であることを示す。

ダ（伽，Pl）＝ダ（β0，初＝ダ（伽⑳伽，Pl⑳両＝ダ（伽，Pl）2

したがって、ダ（伽，仇）＝0またはダ（伽，Pl）＝1である。

（3げ（恥Pl）＝ダ（β0，毎）ならば【伽，山＝0であることを示す。

瑚再1）＝∑廉価＝∑価⑳‰））血
m．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m・

である。極分解を用いると 向1／2内向1／2＝J両J拓け
とSchwarzの不等式を用いると、

と書ける（豆はユニタリ作用素）。これ

ダ偏，初　＝取（J拓J石の　　　　　　－

＝∑叫V偏（‰⑳用‰⑳J）V句の

≦∑価））血
m
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となる。今、等号が成立しているので、Schwarzの不等式の等号成立条件より、あるαm≧0

が存在してαm（‰⑳J）J蒜＝（‰⑳J）J石打を満たす。また同様にある‰ノ≧0が存在して

‰（J⑳‰）V偏＝（J⑳‰）J百百を満たすこともわかる。ここで

C＝∑αm‰，ガ＝∑‰‰
m，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m．

とすると、

（C⑳J）～偏＝ヽ広戸，（J⑳叫～信＝∨石打

となり、これよりC伽C＝Pl，ガ伽ガ＝β1が成り立っことがわかる。したがって、

β㌘即去／2二㌦C伽CP㌘＝（β㌘cP㌘）2

となるので、

β㌘C訂2＝

C＝PJl／2

β㌘即去／2

である。よってC＝凡才であり、また同様にして〟＝凡才であることがわかる。

C＝ガ＝〟より（〟⑳J）J昂＝（J⑳〟）V偏であることがわかるので、
この式の両辺を部分トレースでとると

〟伽＝Ⅱ月田⑳〟）融

である。またV偏（〟⑳J）＝∨筒（J⑳〟）でもあるから同様の方法で

伽〟＝甘β偏（J⑳〟）］

が成り立っことがわかる。したがって〟伽＝伽〟であることがわかる。これより

伽Pl＝伽〟伽〃＝凡才伽〟伽＝Pl伽

が成り立っことがわかるので、以上より［伽，Pl］＝0である。

（4抽0，Pl】＝0のとき配送できることを示す。

［伽，Pl】＝0より同時対角化が可能なのである正規直交基底（国）を用いて

伽＝∑α湖鮎Pl＝∑机〉〈刃

と奉すことができる。このときユニタリ作用素UをU剛1〉…l卯）で定義し、打として困川

戸0＝U（伽釧1〉〈1脚†＝∑α刷〉〈佃戸1＝拍1⑳槻1脚†＝∑机〉腑l〈刃
壷　　　　34　　　　　　　　J



となり、nA（初＝捗1毎（毎）＝β壷が成り立っ甲で配送可能であることがわかる。

（5）論文抑こは詳しくは説明されていなかったので、ダ（伽，Pl）＝0またはダ（伽，Pl）＝1のとき
複製ができることも示しておく。

・ダ（伽，Pl）＝0のとき（伽とPlが直交するとき）

まずJとして伽を選び、クをsupp（伽）への射影作用素とし、Q＝7－クとする。このとき

ダ（ズ）＝　叫ズ］Pl

も（ズ）＝（P⑳J）ズ（P⑳J）

gl（ズ）＝（Q⑳J）ズ（Q⑳J）

ど（ズ）＝　島（ズ）＋（J⑳ダ）（gl（ズ））

と定義すれば

ど（桝⑳伽）＝桝⑳桝

となるので、複製ができることがわかる。

・ダ（伽，PD＝1のとき（伽＝Plのとき）

打として伽を選びど（伽⑳伽）＝伽⑳伽とすればよい。

（証明終）

以上で2つの密度作用素に対する複製及び配送不可能定理が示されたことになるが、最後に

m個の密度作用素が複製可能であることの必要十分条件についても説明する。

定理4・3m個の密度作用素（桝）た1が同時に複製可能であることの必琴十分条件は異なる密度

作用素が直交することである。すなわち任意の再に対して仰J＝0（β壷≠朽）を満たすことで
ある。

証明）もLm個の密度作用素（桝）た1が同時に複製可能ならば任意の再に対して捗杓は同時

に複製可能なので、定理4・1より仰j＝0（β豆≠朽）である。したがって同時に複製可能な密度

作用素は互いに直交する。

逆に任意の再に対して仰J＝0（仇≠朽）とする。このとき宜＝1，．‥，れ－1に対して君を

supp（β崖）への射影作用素とし、島＝ト∑誓書とする。さらに島（ズ）＝昭⑳Jげ（月⑳

抹香（ズ）＝取（ズ）β慮（宜＝1，…，可と定義する。最後にど（ズ）＝gl（ズ）＋∑た2（J⑳瑚（ち（ズ））
とすると、このときた＝1，…，犯に対して

q擁⑳扁＝和彿⑳両＋∑（J⑳瑚（紬た⑳扉）＝擁⑳伽

が成り立っので、m個の密度作用素（仇）た1は同時に複製可能である。

（証明終）
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5　量子配送不可能定理への代数的アプローチ

本節では前節で述べたBarnum等による量子配送不可能定理を作用素代数における標準的な

結果やCP写像の構造を用いることにより、量子状態の集合に関する配送不可能性を考察する。

5．1　数学的準備

この第5．1節では作用素代数に関する基本的な用語について定義し、それらに関する基礎知

識について説明する。

定義5・1仰視をN次元Hilbert空間，A＝B（宰）（7L上の線形作用素全体）とする。

（i）βがB（u）の部分代数（subalgebra）であるとは（1）B（u）の部分空間、（2）単位元を含む、

（3）任意の方，y∈月日手対してズy∈β、（4）任意のズ∈βに対してズ†∈β、という条件を満
たすことである。3

（ii）部分代数βの可換子環（commutant）β′を

β′＝（ズ∈β（叫I区，y］＝0，∀y∈β）

で定義する。

（iii）線形写像¢‥A→Cが状態（state）であるとは（1）任意の正値作用素A∈Aに申して

¢（A）≧0、（2）¢（ん）＝1、という条件を満たすことである。またA上の状態全体をど（A）で表
す。

（iv）KをM次元Hilbert空間とする。このとき線形写像K‥B（u）→B（K）が単位的（unital）CP

写像であるとは（1）打はCP写像、（2）∬（ん）＝九、という条件を満たすことである。ここで

I7i，IkはそれぞれHilbert空間7L，K上の恒等作用素である。またKの双対写像（dualmap）K†

は任意のズ∈A，y∈β（に）に対して

〈方，〝†（y）〉＝〈頃弟，y〉

で定義される。ここで内積〈・，・）はHilbert－Schmidt内積を表し、〈A，B〉＝Tr（A†B）（A，B∈

月（宰））で定義される。

（Ⅴ）密度作用素β。∈g桝）が

ズ∈止，ズ≧0，取（伽ズ）＝0⇒ズ＝0

という条件を満たすとき密度作用素伽を忠実状態（hithhl）という。

（vi）A上の線形写像TがCP写像でかつ射影（T2＝T）であるときこの写像TをCP射影（CP

projection）という。

3本来はこの様な集合βを単位的＊一部分代数（unital＊－Subalgbra）などと呼ぶが、本節ではLindbladの論文
に従い、部分代数と呼ぶことにする。
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上で定義した状態（正値線形汎関数）¢と量子力学における状態（密度作用素）βは一対一に
対応する。実際、次の定理が成り立っ。

定理5．1月（宰）上の任意の状態¢に対して　　　一

Ⅱ（PA）＝¢（A）（A∈β（宰））

を満たす密度作用素βが一意に存在する。また逆に任意の密度作用素βに対して上の式を満た

す状態¢も一意に存在する

証明）¢をβ（叙）上の任意の状態、（国）を祝の正規直交基底とする。このとき

旬＝附く刃∈β桝），勒≡頼り）∈C

と定義し、さらにβ＝∑盃，漕勅とすれば

叫函）＝∑勅沖（句A）＝∑〈掴榊（e直）＝¢担）
壷，J　　　　　　　　　　　　　　宜，j

となることがわかる。また、

叫β）＝∑∬壷＝∑姉慮）＝¢（ん）＝1，〈卯嘲＝∑抑〉〈州〈卯〉〈掴〉＝紳輔洲≧0

が成り立つことのでβが密度作用素になることがわかる。さらにある〆が存在して取（〆A）＝

¢（A）（A∈β（叙））を満たすとすると、Ⅱ（PA）＝廿（〆A）（A∈月（叙））が成り立っのでβ＝〆で

ある。したがって条件を満たす密度作用素βは一意に存在する。

逆に任意の密度作用素βが与えられたとき、¢（A）＝Ⅱ（PA）とすれば任意の正値作用素ノ＝こ対

して¢（A）≧0を満たし、また¢（J）＝Ⅱ（β）＝1が成り立つので¢はβ桝）上の状態である。

（証明終）

次に作用素に関するCauchy－Schwarzの不等式について説明する

命題5・1（Cauchy－Schwar2；）A，βをB（叙）の部分代数、TをAからβへの単位的CP写像と
する。このとき任意のA∈Aに対して、

r（A†A）≧r（A）†r（A）

が成り立つ。

証明）任意にA∈止をとる。このとき

弓雲井臣†［川



とする。このときズは正値作用素で、さらにrは単位的CP写像なので

（id⑳r）（ズ）＝
r（A†A）

－r（A）

も正値作用素である。任意に砂〉∈視をとり、ど＝

〈㌫（id⑳r）（ズ）と〉 転r（A頼 1・「

「言し・1

r（A†A）－r（A）†

－r（A）　J

とする。このとき

1「r（雲r（A頼

＝　佃r（A†A）冊一刷r（A）†r（A）困一佃r（A）†r（A）困＋佃r（A）＊r（A）困

＝　佃r（A†A）困一刷r（A）†r（A掴〉

≧　0

が成り立っ。よって任意の砂〉∈封に対して佃r（A†A掴〉一例r（A）†r（A）砂〉≧0が成り立

つのでr（A†A）≧r（A）†r（A）である。

（証明終）

5．2　CP射影の性質

本節ではCP射影の性質について詳しく説明する。まず始めにβ（叙）の部分代数βを直和分
解することを考える。

命題5．2βをB（宰）の部分代数とする。このときβの中心（center）Zβ＝β∩βlは∑α島＝I

を満たす直交射影（島）で生成される。すなわち任意のβ∈毎は直交射影（島）と複素数（帰
を用いて

β＝∑むα島

と表すことができる。

証明）月をZβの任意の要素とする。このときみは可換な部分代数なのでZ月の任意の要素は

同時対角化可能である。したがってある共通のスペクトル射影（鳥）をもつので

月＝∑むα島

と表すことができる。

（証明終）
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定理5．2〃4JTをB（叙）上の単位的CP写像とし、そのKraus作用素を（Ⅵ）とする。このと

き月∈β桝）がr（β†月）＝r（月†）r（月）を満たすならば、任意の打に対してⅥr（月）－βⅥ＝0

が成り立つ。また、任意のA∈β桝）に対して

r（Aβ）＝r（A）r（β主r（月†A）＝r（β†げ（A）

証明）叩）＝∑湖†邪（∑査輌＝→である0このとき

写仰（町瑚（Ⅵ叩上期＝∑（r（珊Ⅵr（町r（即竹叩

一府†Ⅵ叩）＋巾†月可
＝　r（月†げ（β）－r（βりr（β）－r（月†げ（月）＋r（新月）＝0

となるので、任意の吊こ対してⅥr（月）－月明＝0が成り立つことがわかる。したがって

r（Aβ）＝∑巾鞘＝∑巾Ⅵr（β）＝r（A）r（β）

である。またr（β†）吋＝吋β†より

r（βu）＝∑軒机瑚＝∑r（卯巾Ⅵ＝r（卯r（A）
省　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　令

である。

（証明終）

この定理から次の系5．1が簡単に導ける。

系5．1βをB（71）の部分代数、Eをβの上への単位的CP射影とし、そのKraus作用素を（場

とする。このとき任意のβ∈βに対して［明，β】＝0（宜＝1，…，た）が成り立っ。また任意の

A∈β（宰），月∈βに対して

ガ（Aβ）＝β（A）月，ガ（βA）＝月β（A）

が成り立つ。

証明）任意にβ∈βをとる。このとき上目まβの上へのCP射影なのでガ（β）＝月，且（月†）＝β†

を満たす。またβは部分代数なので月†月∈βである。よって且（月†β）＝月†月＝β（β†）且（β）

が成り立つ。したがって、定理5．2より任意の吊こ対してⅥ且（β）一月Ⅵ＝0が成り立つ。今、

β（β）二月なので【杭，月］＝0である。また定理5．2より任意のA∈月（宰）に対して

β（Aβ）＝β（A）且（月）＝且（A）月，且（βA）＝β（β）且（A）＝月旦（A）

が成り立つことがわかる。

（証明終）
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命題5・3βをβ（叫の部分代数、且をβ（叫からβの上への任意のCP射影とする。さらに（島）

をβの中心み＝β∩β′を生成する直交射影、β。＝鳥βとする。このときβ桝α）（叙α＝鳥叙）

からβαへのCP射影亀によって

β（ズ）＝∑監借方場

と表わすことができる。

証明）任意にズ∈β（叫をとり、鶴（ズ）＝∑α島ズ鳥とする。このとき系5・1より

β・瑚ズ）＝∑β借方場＝∑島β（ズ匿＝鶴・β（ズ）

が成り立っ。さらに且（ズ）∈β，島∈Zβ（＝β∩β′）より【島，β（ズ）】＝0である。したがって

挽・β（ズ）二月（ズ）なので、

β（ズ）＝β瑚ズ）＝∑β借方場

となる。ここで島ズ鳥∈β（叙α），β（島牙島）＝鳥居（ズ）島∈βαである。したがって且を

β（叙α）に制限したときの写像βαはβαへのCP射影になっている。各αに対してβ（島牙島）＝

βα（島ズ島）である。以上より

β（ズ）＝∑軋借方島）

と表すことができる。

（証明終）

命題5．3の特別な場合を考える。

系5．2Zをβ（宰）の可換な部分代数、gzをZの上へのCP射影とする。このときgzは

鞄（ズ）＝∑βα匿ズ相島（ズ∈β（叫）

と表すことができる。ここで鳥はZを生成する直交射影、βαはβ（宰α）桝α＝島叙）上の状
態である。

証明）島をZを生成する直交射影とする。このときβ（叙α）から鳥ZへのCP射影βαによって

助（ズ）＝∑監（見方場（ズ∈β（叫）
（1
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と表すことができる。島は才を生成する直交射影なので島Z＝C鳥である。したがって亀

はβ（叙α）からCへの線形汎関数βαを用いて

軋（ズ）＝βα（ズ）島（ズ∈β（叙α））

と表すことができる。且αはCP射影なので任意の正値作用素ズ∈月（叙α）に対してβα（ズ）≧0

、軋（島）＝島である4。である。よってβα（ズ）≧0，βα（鳥）＝1なのでβαは状態である。以

助（ズ）＝∑βα匿ズ場島（ズ∈β（叫）

と表すことができる。

（証明終）

5．3　配送可能性に関する考察

この節では第5．2節で示したCP射影の性質を用いて配送可能な集合がどのような性質を持

つのかを見ていく。最初にこれからの議論で用いる記号をまとめて記述しておく。

71をn次元Hilbert空間、A＝B（宰）、S（宰）を密度作用素の集合とする。

打をA⑳止から止への単位的CP写像、月とrをそれぞれ月（ズ）＝〃（ズ⑳J），r（y）＝

〃（J⑳y）（ズ，y∈A）

とする。またさらにrと月で不変な集合を

Ar＝（y∈刈r（y）＝y），A月＝（ズ∈刈月（ズ）＝ズ）

で、双対写像r†とガで不変な密度作用素の集合を

み＝（β∈g（耳目r†（β）＝再，gR＝（β∈g（叫1月偏）＝再

と定義する。さらにrと月を用いて払，草月をそれぞれ

払＝忠志皇rm，gR＝忠志去月恥

で定義する。最後に埠，旦長をA〔，．鶴の上へのCP射影とし、その双対写像によって

ち＝埠［g（叫］，電＝境［g（矧

と定義する。

4島は梨α上の恒等作用素である。
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以下の議論では特に断りがない限りは上記の記号を用いることとする。次に上記で定義した

ものがどのような性質をもっているのかを説明する。

命題5．4次の性質が成り立っ。

（1）助r＝r缶＝缶払＝缶，gRR＝月旦月＝β月鞄＝gR

（2）払（A）＝Ar，β月（A）＝AR

（3）r†（ズ）＝nl（耳†（ズ）），ガ（ズズ二
は
し

け
へ
†
月（4）み＝埠［g（叫］，gR＝且

）＝取2（孝†（ズ））（ズ∈月桝））

証明）rに関してのみ証明を行う。月に関しても同様に証明できる。

陛忠志姜rm′r＝忠志（姜rm－r＋r弓
＋r

l
一
Ⅳ

．皿棚
1
Ⅳ

払ニ 忠志r佃＝助

帥＝（忠志姜r車＝忠志姜（珊＝蕊緩払＝払
（2）任意にA∈Arをとる。r（A）＝Aである。

榊）＝忠志皇rm（A）＝忠志皇A＝A

したがってA∈払（A）である。逆に任意にA∈払（A）に対して、（1）よりA＝缶（A）が成り
立っことがわかるので

r（A）＝r払（A）＝払（A）＝A

である。よってA∈Arである。以上よりAr＝払（A）

（3）任意に方，y∈止をとる。

げ，r†げ）〉　＝　〈r（ズ），y〉

＝　笹（J⑳ズ），y〉

＝　〈J⑳方，∬†（y）〉

＝　廿（J⑳ズ†∬†（y））

＝　取（ズ†nl笹†（y）））

＝　〈方，nl（耳†（y））〉
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よってr†（y）＝nl（耳†（y））が成り立っ。

（4）任意にβ∈鴎（g（叫）をとる。あるβ∈g（g（叫）が存在してβ＝亘（β）とかける。このとき
任意のズ∈Aに対して

〈方，β〉＝〈ズ，鴎（抑＝〈飴（弟，β〉

が成り立つ。一方、

〈方，r†（刷＝〈r（弟，β〉＝〈r（ズ），鴎（翔＝〈払r（ズ），β〉＝〈払（ズ），β〉

よって任意のズ∈止に対して〈方，β〉＝〈方，r†（再〉が成り立つのでr†（β）＝β、以上よりβ∈み

逆に任意にβ∈むをとる。r†（β）＝βである。任意のズ∈坤こ対して〈r（ズ），β〉＝〈方，r†（β）〉＝

〈方，β〉が成り立っ。さらにr（ズ）∈止より〈rm（ズ），β〉＝…＝〈r（ズ），β〉＝〈方，β）である。

〈方，卑（β）〉　＝　〈払（動β〉

1

庫三品工V

l

盈議
〈ガ，β〉

lim ∑〈rm（ズ），β〉
れ．＝1

妄〈瑚

したがって埠（β）＝戸であることがわかる。以上よりβ＝卑（β）∈埠（g（叫）である。
（証明終）

この命題の（1）、（2）より均「，鞄はそれぞれ月桝）からAr，ARへのCP射影であることが
わかる。さらにArが部分代数ならば缶に対して第5．2節の系5．1を適用できることがわかる。

また、Kは単位的CP写像なのでK†はTP－CP写像である。K†があるTP－CP写像Cと7L上

の密度作用素Jを用いて∬†（β）二gレ⑳可と表され、さらにnl（耳†（β））＝β，Ⅱ2笹†（β））＝β

という条件を満たすとき、Pは配送可能である。（3）より、単位的CP写像KがTP－CP写像C

と密度作用素Jを用いて∬†（β）＝ど（β⑳可と表されるとき、集合み∩gRに含まれるような密
度作用素の集合がトレースを保存する完全正写像に†で配送可能な集合であるということがわか

る。この集合み∩ど長の可換性を示せれば、配送可能な集合が可換であるということが示せる。

以下の議論では常に忠実状態伽∈み∩砧が存在すると仮定する。

次にArが止の部分代数になることを示す。

命題5．5

ArはAの部分代数である。

証明）（1）Arが止の部分空間であることは明らか。

（2げ，y∈Ar⇒ズy∈Arを示す。
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方をArの任意の元とする。ScIⅣarZの不等式よりズヤズ＝r（ズ）†r（ズ）≦r（ズ十方）である。さ

らに忠実状態伽∈むに対して

取（伽（r（ズヤズ上方十方））＝取（伽r（ズ十方））一取（伽ズ十方）＝0

が成り立っのでr（ズ伐）一方ヤズ＝0である。したがって任意のズ∈Arに対してズヤズ∈Ar

である。

ズ†y＝…泄＋y）†射yト（ズーy佃－yト榊＋叫（射〝ト（ズー呵（ズー明）

とかけるのでr（ズ†y）＝ズ†y、すなわちズ†y∈んである。一方、ズ∈Arよりr（ズ†）＝

r（ズ）†＝ズ†であるからA†∈Arである。以上よりズy∈Arである。

（証明終）

この命題と命題5．4より缶はβ（宰）から部分代数ArへのCP射影であることがわかる。し

たがって缶に対しては第5．2節で示したCP射影の性質を適用することができる。

配送可能な集合ち1∩砧がどのような集合であるかを説明するために、次の命題を示す。

命題5．6

月（A）⊆．埠

が成り立っ。

証明）任意にy∈Arをとる。

r（y）＝〃（J⑳y）＝yより、

∬（J⑳y†yトy†∬（J⑳yト〃（J⑳y）†y＋y†y＝0

一方、打は単位的CP写像なので

坤隼写舶⑳y）埴輌＝う

∑恒珊瑚y）†（（∫⑳珊一呵＝0

が成り立つので、任意の吊こ対して（J⑳y弼一明y＝0である。これノより

須方⑳y）＝∑折方⑳瑚y＝須方⑳力y

＝∑y折方⑳瑚＝y須方⑳J）
44



である。以上より【月（ズ），y巨＝0となることがわかるので月（ズ）∈端となる。

（証明終）

Lindbladの論文ではこの命題5・6よりFtt⊆年が成り立っとしているが、これは一般に成

り立たない。実際、次のような例が考えられる。KをHilbert空間、Kl＝K2＝K：3＝K、

叙＝に1⑳疋2⑳に3とする。このとき、β（に1）⑳β匹2），β（疋d⑳月（に3）上の状態仇2日の3を用

いて月とrを

●　　　　月（A⑳β⑳C）＝　擁3（β⑳C）・（A⑳J⑳J）

r（A⑳月⑳C）＝　仇2（A⑳β）・（J⑳J⑳C）

と定義し、月桝）⑳β（叙）からβ（宰）への写像ガを

∬（A⑳月⑳C⑳A′⑳β′⑳C′）＝月（A⑳β⑳C）・r（A′⑳β′⑳C′）＝桝3（β⑳C）・仇2（A′⑳β′）・（A⑳J⑳C′）

とする。このとき〝は単位的CP写像、月とrはそれぞれAr＝CJ⑳CJ⑳β（に），A月＝

β匹）⑳CJ⑳CJの上へのCP射影になっている。したがって

瞑忠志皇rm＝r，鞄＝忠志∑月m＝月

Ⅳ

である。β（杭）上の状態扉こよって埠（A⑳β⑳C）＝擁（C）（A⑳β⑳J）と定義すると、これ

は城1＝β（に）⑳月匹）⑳CJへのCP射影になっている。′βを叙上の任意の密度作用素とする

と、任意の4月，C∈β（に）に対して

〈A⑳β⑳C，境（刷　＝　〈紬（β⑳C）（A⑳J⑳J），β〉

＝　〈A⑳β⑳C，廿23（β）⑳β㍑〉

が成り立つので鴎（β）＝取23（β）⑳伽となることがわかる。同様にして串（β）＝β12⑳廿12伺，

巧（β）＝Ⅱ3（β匝β3であることがわかるので、もし伽が積状態5でないならば砧望年である。

しかし、これは量子配送不可能定理を否定するものではない。この例では亘（β）＝伽⑳取12（β）
なので、配送可能な集合み∩gRは空集合または要素が1つの集合となることがわかる。した

がってこの例では配送可能な集合は可換で奉る。

次にCP射影埠と旦Rが交換可能、すなわち、任意のズ∈月（叫に対してgr・鞄（ズ）＝

β月・缶（ズ）が成り立っ場合、み∩砧が可換であることが示せる。実際、任意のズ∈月（叫に

対して払・鮎（ズ）＝gR・払（ズ）∈ArnA月であり、さらに命題5・6よりArnAR⊆Arn埠
が成り立っ。また、忠実状態伽∈み∩砧が存在するのでA月nArは部分代数である。した

がって、且月・缶は可換な部分代数ArnARの上へのCP射影なので系5．2より

旦針1万（ズ）＝∑βα匿芽場島（ズ∈β（叫）
α

5疋⑳疋上の密度作用素βがに上のある密度作用素Jl，J2によっての3＝Jl⑳J2と表すことができるとき戸
を稚状態（productstate）という。
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と表すことができる。ここで島はArnA月を生成する直交射影、βαはβ（叙α）桝α＝島叙）上

の状態である。任意にβ∈砧∩ち「をとると、魂（β）＝βかつ鴎（β）＝βなので再現（β）＝β
である。任意のズ∈β桝）に対して

〈方，β〉　＝　〈方，卑魂（刷

＝　岬月・均1（ズ），β〉

＝∑〈揖ズ匿，β〉

＝∑〈叫長方匿，β〉

＝∑〈方，叫蝿）鋸

が成り立つ。ここでんは顧ズ］＝βα匿ズ島】（ズ∈β桝））で定義される月桝）上の状態であ

る。以上より任意のβ∈砧∩むは

β＝∑叫β場長

と表すことができるのでgR∩ざrは可換な集合である。
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