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あらまし 近年，位置情報サービスや IoTデバイスの普及により，空間データが大量に生成されている．また，空間
データの解析は重要な課題である．空間データの解析方法として，各点が近傍への辺を持ち，各辺の重みが対応する
点間の距離であるグラフに注目されている．本研究ではこのようなグラフにおいて，最も単純な部分グラフの 1つで
ある三角形に焦点を当てる．これは，コミュニティ検出，都市計画，およびコロケーションパターン検索など，実生
活での応用で用いられる．ここで，一般的に空間データから成るグラフ中の三角形の数は膨大であり，全ての三角形
の列挙は現実的でない．また，位置情報サービスや IoTサービスではデータがストリーム形式で発生する．そこで本
論文では，上位 k個の重み付き三角形をスライディングウィンドウ上で正確にモニタリングする問題に取り組む．実
データを用いて実験を行い，提案アルゴリズムの有効性を示す．
キーワード 空間データ，重み付きグラフ，Top-kモニタリング

1 は じ め に
近年，位置情報サービスや IoTデバイスの普及に伴い，空間デー
タが大量に生成されている．空間データの分析は実世界で様々
な応用例があり，多くの空間データ解析手法 [1–4, 10, 11, 16]

やシステム [13, 18] が考案されている．最近では，空間デー
タから成る近接グラフに基づいた解析手法が注目されてい
る [5–8, 17, 19]．近接グラフは，空間データの集合 P と距離の
閾値 r が与えられたとき，P 内の 2 点間の距離が r 以下であ
る場合にその 2点間の距離が重みである辺が作られる．グラフ
を用いることにより，空間データ間の直感的な関係を発見可能
であるが，そのためには近接グラフの部分グラフのマイニング
が必要である．部分グラフの中でも三角形は最も単純な構造で
あるため，多くのアプリケーションに用いられている [12,14]．
空間データにおける三角形は，コミュニティ検出 [9]，コロケー
ションパターンマイニング [19]，および都市計画 [7, 8]などに
利用可能である．近接グラフ内の三角形の数は一般に膨大で
あるため，全ての三角形を列挙することは不可能である．した
がって，出力サイズはユーザが指定したパラメータ kによって
制御可能である必要がある [8, 12]．また，三角形の凝集性は空
間データベースにおいて重要性を表す指標となる [9, 19]．
本論文では，上位 k 個の重み付き三角形に注目する．2

点 px および py のユークリッド距離を dist(px, py) で表す
と，3 点 px，py，および pz で形成される三角形の重みは，
dist(px, py) + dist(py, pz) + dist(px, pz) で表される．P と出
力サイズ kが与えられたとき，P の近接グラフの三角形の中で
最も重みが小さい k個の三角形を検索する．問題に対する単純
な解法は，全ての三角形を列挙し，最小の重みをもつ上位 k 個
の三角形を出力することである．しかし，近接グラフの三角形
の数は n = |P |のとき，O(

(
n
2

)
)であり，計算コストが大きいと

いう問題がある．また，位置情報サービスや IoTサービスでは
時々刻々とデータが発生するため，上位 k個の三角形を常にモ
ニタリングすることが求められる [1, 15]．そのため，データ集
合が更新される毎に高速に結果を更新する技術が必要となる．
この課題を解決するため，本論文ではスライディングウィン

ドウ上で効率的に結果を更新するアルゴリズムを提案する．近
接グラフの各点 p ∈ P に対して，p を持つ Top-k 結果に含ま
れない最も重みの小さい三角形とその重みをそれぞれ△min

p お
よび w(△min

p )で表す．Top-k 三角形を更新しなければならな
い状況は，(i) 新しく追加された点を持つ三角形の重みが現在
の k 番目の三角形の重みよりも小さい場合，および (ii) 削除
された点が Top-k 三角形に含まれている場合である．(i)の場
合，Top-k 番目の三角形の重み未満となる w(△min

p )を持つ点
pだけに注目することにより，効率的に Top-k結果を更新でき
る．(ii)の場合，Top-k結果の不足分を w(△min)の昇順で補充
することにより，タイトな閾値を得ることができ，Top-k 結果
の更新に不要な点や三角形の枝刈りに効果的である．一方，単
純には点の挿入および削除毎にその影響を受ける点 pに対して
△min

p および w(△min
p )を更新しなければならない．しかし，有

向近接グラフを用いることにより，点の削除を行う場合は点 p

に対して △min
p および w(△min

p ) の更新を行う必要がないアル
ゴリズムを提案する．我々の主な貢献は以下の通りである．

• 上位 k個の重み付き三角形をスライディングウィンドウ
上でモニタリングする問題に取り組む．

• 効率的かつ厳密なアルゴリズムを提案する．
• 実データを用いて実験を行い，提案アルゴリズムが高速

に解を更新できることを示す．
本論文の構成．2章では，本論文の問題を定義する．3章では，
関連研究を紹介する．4章では，提案アルゴリズムを詳細に説
明する．5章では，実データを用いて提案アルゴリズムと既存



アルゴリズムとの比較実験を行い，その結果について報告する．
最後に，6章で本論文のまとめを行う．

2 問 題 定 義
P をユークリッド空間内の点集合とする．点 p ∈ P は 2 次
元であり，pおよび p′ 間のユークリッド距離を dist(p, p′)で表
す．ここで，点同士を近いとみなす閾値を r とすると，以下の
ような近接グラフを構築できる．

定義 1 (近接グラフ )．点集合 P と閾値 rが与えられたとき，
P の近接グラフは，点 pi および pj 間が dist(pi, pj) <= r であ
る場合に pi-pj 間に辺が作られる無向グラフである．pi および
pj 間の辺は ei,j と表され，w(ei,j) = dist(pi, pj) である重み
w(ei,j)を持つ．

近接グラフでは，互いに接続された 3点から成る三角形が存在
する．この三角形の重みを定義する．

定義 2 (三角形の重み )．3点 px，py，および pz から成る三
角形△x,y,z があるとき，この三角形の重み w(△x,y,z)は式 (1)

のようになる．

w(△x,y,z) = dist(px, py) + dist(py, pz) + dist(px, pz). (1)

そして，上位 k個の重み付き三角形を検索する問題は以下のよ
うに定義される．

定義 3 (重み付き三角形の Top-k 検索問題 )．点集合 P，出
力サイズ k，および閾値 r が与えられたとき，この問題は，P

の近接グラフにおいて，最小の重みをもつ k個の三角形を検索
する．

ここで，r が小さすぎると P の近接グラフがスパースになり，
グラフ内に k個以下の三角形しか存在しないことがある．この
場合，この問題は簡単であるため，r はグラフ内に多くの三角
形を持つように適切な値であると想定する．本論文では P が
動的であることを想定する．このとき，Top-k 結果を更新する
ことが求められるため，本論文では以下の問題に取り組む．

定義 4 ( スライディングウィンドウ上の重み付き三角形の
Top-kモニタリング問題 )．動的な点集合 P，出力サイズ k，閾
値 r，およびウィンドウサイズW が与えられたとき，本問題は
ウィンドウ上の P において最も重みの小さい k 個の三角形を
探索する．

本論文では，カウントベースウィンドウを想定する．これは最
新のW 個の点をウィンドウに含める．以降では，P をウィン
ドウに含まれる点集合とする．

3 関 連 研 究
グラフによる空間データマイニング．グラフはデータ間の関係
を表現するシンプルで効果的な構造であり，また，一般的に位

置が近い点同士には関係がある．そのため，グラフを用いた空
間データマイニングが注目されている．
文献 [7]では，空間パターンマッチングについて検討してい

る．空間パターンマッチングとは，P およびグラフパターンで
あるクエリが与えられたとき，クエリにマッチする P のすべて
のサブセットを求める問題である．この空間パターンマッチン
グでは，我々の問題とは異なり，P のサブグラフを指定する必
要がある．しかし，P のグラフ構造は事前にわからないため，
具体的なクエリを指定することは難しい．また，クエリの結果
のサイズは制御できない．文献 [8]では，空間パターンマッチ
ングの Top-kを考慮した手法について検討しているが，クエリ
に対する欠点は残っている．文献 [19]では，P の近接グラフに
おける最大クリークについて検討している．この文献では，最
大クリークの検索は最大凸多角形を作ることに対応しているこ
とを示したが，多角形の重みを考慮していないため，この手法
を我々の問題に適用することはできない．
文献 [16]では，位置情報サービスプロバイダの集合 Qと位
置情報を持つユーザの集合 U が与えられたときに，Qと U の
2 部グラフの最大マッチングに取り組んでいる．この問題は，
グラフを構築することに焦点を当てている．文献 [17]では，マ
ルチコアプロセッサを用いて，与えられた P から近接グラフを
構築するシステムを設計した．また，近接グラフ上でのクラス
タリングや最小全域木の計算など，ほかの操作もサポートして
いる．しかし，重み付き三角形の Top-k検索はサポートされて
おらず，このシステムを本問題へ適用することはできない．
重み付き三角形の Top-k検索．静的な空間データに対して効率
的に解を求めるアルゴリズムを紹介する [20]．我々は P の近接
グラフ内で重みの小さい上位 k個の三角形を含む部分グラフを
オフラインで構築可能であることを確認した．また，この部分
グラフから，各点 p ∈ P に対して，pを持つ三角形を O(1)時
間で列挙可能であり，これらの n個の三角形の重みから Top-k

のためのタイトな閾値が計算可能であり，不要な点や三角形の
枝刈りに効果的である．不要な点を枝刈りした後に残った点に
対して重みが小さい可能性がある三角形を列挙して解を更新
し，さらに不要な点を枝刈りする．これを繰り返し行うことに
より，効率的に解を求めることができる．このアルゴリズムは
本問題へ適用可能であるが，Top-k 結果を更新するには，ウィ
ンドウのスライド毎に近接グラフを再構築し，このアルゴリズ
ムにより再び解を求める必要があるため，リアルタイムモニタ
リングには適していない．そのため，本論文ではインクリメン
タルに解を更新するアルゴリズムを設計する．

4 提案アルゴリズム
4. 1 ア イ デ ア
Top-k 結果を更新しなければならない状況は，(i) 新しく追
加された点を持つ三角形の重みが現在の k番目の三角形の重み
よりも小さい場合，および (ii)削除された点が Top-kであった
三角形に含まれている場合である．Top-k 結果の更新を効率的
に行うためには，現在の Top-k となる三角形およびこれまで



に列挙した三角形を活用すればよい．しかし，これまでに列挙
した三角形を全て保持すると，メモリ使用量が膨大になってし
まう．ここで，各点 p ∈ P について，pを持つ三角形で，現在
の Top-k に含まれていない最も重みの小さい三角形は今後の
Top-k に含まれる可能性がある．提案アルゴリズムはこのアイ
デアを利用する．

定義 5 点 p ∈ P を持ち，Top-kに含まれない三角形があると
き，その中で重みが最も小さい三角形を△min

p およびその重み
を w(△min

p )とする．

各点に対する △min は点の挿入および削除により変化するが，
Top-k結果の更新において効果的である．(i)の場合では，Top-k
番目の三角形の重み未満となる w(△min

x )を持つ点 px だけに注
目することにより，効率的に Top-k 結果を更新でき，(ii)の場
合では，Top-k 結果の不足分の三角形を w(△min)の昇順で補
充することにより，タイトな閾値を得ることができ，Top-k 結
果の更新に不要な点や三角形の枝刈りに効果的である．また，
各点に対して {△min, w(△min)} のみを保持するため，メモリ
使用量は O(W )となる．
提案アルゴリズムは，点の削除，点の挿入，および Top-k結
果の更新により構成されている．以降では，これらの詳細を説
明する．

4. 2 点 の 削 除
点 px が P から削除されるとき，px が △min に含まれて
いるか確認する．px の近傍の点集合を N(px) とすると，点
py ∈ N(px)について，px が△min

y に含まれる場合，△min
y を更

新しなければならない．△min
y は，py を持ち，Top-k に含まれ

ない最も重みの小さい三角形であるため，更新するには py を
持つ三角形を列挙する必要がある．py の近傍の点のうち py と
の距離が昇順で i番目の点を piy としたとき，△min

y の更新は，
以下の手順で行う．

1. 三角形の重みの閾値 τ および辺の重みの閾値 θを設定する．

2. θ > w(e
py,p

i+2
y

) のとき，e
py,p

i+2
y
を 1 辺とする三角形

△
py,p

j
y,p

i+2
y
を列挙する（1 <= i <= |N(py)|, 1 <= j <= i+ 1）．

3. △min
y を更新し，τ および θ も更新する．

4. 手順 2および 3を繰り返し行う．

手順 1 では，三角形の重みの閾値および辺の重み
の閾値をそれぞれ τ = w(△py,p1y,p

2
y
) および θ = τ−

max{dist(py, p1y), dist(py, p2y), dist(p1y, p2y)}と設定する．手順
2は，三角不等式に基づいており，条件を満たさない場合はそ
れ以降に列挙する三角形が全て τ よりも重みの大きい三角形と
なる．手順 3では，よりタイトな閾値にするために，列挙した
三角形の重みが τ より小さい場合に更新する．そして，列挙し
た三角形のうち，Top-k に含まれない最も重みの小さい三角形
を△min

y に設定する．py を持つ三角形の列挙は，手順 2の条件
を満たさない場合に終了する．点の削除の疑似コードをアルゴ

図 1: △min
p の更新の例

Algorithm 1: Remove

Input: P (set of points) and px (removed node)

1 for ∀py ∈ N(px) do

2 if px ∈ △min
y then

3 △min
y ← Update-△min(P, py)

Algorithm 2: Insert

Input: P (set of points), px (insert node) and r

(threshold)

1 △min
x ← Update-△min(P, px)

2 for ∀py ∈ N(px) do

3 if px ∈ △min
y then

4 △min
y ← Update-△min(P, py)

リズム 1に示す．
例 1．図 1 を用いて △min

p の更新の例を説明する．手順 1 に
従って，三角形の重みの閾値 τ および辺の重みの閾値 θをそれ
ぞれ τ = w(△p,p1,p2)および θ = τ − dist(p1, p2)と設定する．
手順 2では，θ > w(ep,p3)のとき，ep,p3 を 1辺とする三角形
△p,p1,p3 および △p,p2,p3 を列挙する．手順 3では，△p,p1,p2，
△p,p1,p3，および△p,p2,p3 のうち，Top-kに含まれない最も重み
の小さい三角形を△min

p に設定する．そして，τ と w(△p,p1,p3)

および w(△p,p2,p3)を比較し，最も重みの小さい三角形により
τ および θ を更新する．p4 および p5 に対しても同様に行う．
しかし，p4 について，θ <= w(ep,p4)となり手順 2の条件を満た
さない．このとき，三角不等式により，ep,p4 を 1辺とする三角
形の重みは τ よりも大きくなり，p4 以降の点に対しても同様で
あるため，p4 および p5 について三角形を列挙せずに終了する．

4. 3 点 の 挿 入
点 px が P に挿入されるとき，px を持つ三角形が△min にな

るかどうか確認する．まず，px を中心とした半径 r の範囲検
索により N(px)を求め，P の近接グラフを更新する．そして，
点の削除と同様に px を持つ三角形および点 py ∈ N(px) を持
つ三角形を列挙し，△min

x および △min
y を更新する．この操作

の疑似コードをアルゴリズム 2に示す．



Algorithm 3: Update-Top-k

Input: P (set of points), r (threshold), T (set of |P |
triangles with △min) and R (set of k triangles with

the minimum weight)

Output: R

1 Sort the triangles △min ∈ T in ascending order of w(△min)

2 l← k − |R|
3 if l > 0 then

4 R← R ∪ {l triangles with the smallest weight in T}

5 △x,y,z ← triangle with the k-th smallest weight in R

6 τ ← w(△x,y,z)

7 i← 1

8 while i <= l do

9 △min
p ←triangle with the i-th smallest weight in T

10 R← Update-Top-k-Triangles(P, p)

11 △min
p ← Update-△min

p (P, p)

12 Execute lines 5-6

13 i← i+ 1

14 △min
q ←triangle with the smallest weight in T

15 i← 1

16 while w(△min
q ) < τ do

17 Execute lines 10-13

18 △min
q ←triangle with the i-th smallest weight in T

4. 4 Top-k結果の更新
Top-k 結果を更新する必要があるのは，(i) 追加された点の

w(△min)が現在の k番目の三角形の重みよりも小さい場合，お
よび (ii) 削除された点が Top-k 三角形に含まれている場合で
ある．これらを考慮し，以下の手順で Top-k 三角形の更新を
行う．

1. Top-k 結果の不足している l 個の三角形を点 p ∈ P の
△min

p をその重み w(△min
p ) の昇順で Top-k 結果に追加す

る (0 <= l <= k)．

2. Top-k 結果に追加した △min
p を持つ点 pについて，pから

成る他の三角形を列挙し，Top-k 結果および △min
p を更新

する．

3. 点 q ∈ P (q |= p)の △min
q の重みが Top-k 番目の重みより

も小さいとき，手順 2と同様の操作を行う．

手順 1 では，点の削除により Top-k 結果のいくつかの三角
形が削除されている可能性があるため，△min の重みの昇順で l

個の三角形を Top-k結果に追加することにより，Top-k結果の
更新のためのタイトな閾値を得ることができる．手順 2では，
閾値 τ よりも △min

p の重みが小さい p を持つ三角形を列挙す
る．これは，pを持つ三角形の中に△min

p ではないが Top-k に
なり得る三角形があるためである．また，必要に応じて △min

p

を更新する．ここで，点の挿入により，挿入前の Top-k結果と
比べて重みが小さい三角形が多数生成される場合がある．この
とき，手順 1 および 2 のみでは正確な Top-k 結果を保証でき
ない．そこで手順 3では，手順 1および 2を行い，Top-k結果

(a) 有向近接グラフ (b) 点 p1 の削除
図 2: 有向近接グラフにおける点の削除の例

を更新した後の Top-k番目の三角形の重みよりも△min
q の重み

w(△min
q )が小さい qを持つ三角形を列挙し，Top-k結果および

△min
q を更新する．この操作をアルゴリズム 3に示す．

4. 5 提案アルゴリズムの最適化
ここで，点 a ∈ P の△min

a が△a,b,c であったとき，点 bおよ
び cの△min も△a,b,c である可能性があり，その場合，重複し
て三角形を保持している．このとき，△a,b,c が Top-kに含まれ
ると a，b，および cについて，それぞれを持つ三角形を列挙し
△min を更新しなければならない．また，aが P から削除され
ると bおよび cを持つ三角形を列挙し，△min を更新しなけれ
ばならない．これらは△min に重複が起きるために発生する無
駄な操作である．そこで，△min が重複しないようにするため，
以下の有向近接グラフを用いる．

定義 6 (有向近接グラフ )．点集合 P と閾値 r が与えられた
とき，点 p ∈ P が P に挿入された順序を o(p)で表すと，P の有
向近接グラフは，点 pi および pj 間が dist(pi, pj) <= r であり，
o(pi) ≺ o(pj)である場合に pi および pj 間に有向辺 (pi → pj)

が作られる有向グラフである．pi および pj 間の有向辺は ei,j

と表され，w(ei,j) = dist(pi, pj)である重み w(ei,j)を持つ．

有向近接グラフを用いることにより，点の削除，挿入，およ
び Top-k結果の更新を近接グラフよりも効率的に行うことがで
きる．
点の削除．点 px を P から削除するとき，この問題では，P 内
の全ての点 p( |= px)に対して px は o(px) ≺ o(p)であるため，
px は px の近傍の点 py ∈ N(px)の △min

y に含まれない．した
がって，点の削除において△min

y の更新は必要ない．
例 2．図 2 を用いて有向近接グラフにおける点の削除
の例を説明する．図 2a のグラフについて考える．P =

{p1, p2, p3, p4, p5, p6}であり，各点の P への挿入された順序が
o(pi) ≺ o(pj)(i < j)であるとき，削除される点は p1 である．
p1 を削除したとき，図 2bのように p1 から外向きの辺のみ削除
され，残った点の△min に影響を与えない．したがって，△min

の更新の必要はない．
点の挿入．点 px を P に挿入するとき，まずは px を中心に半
径 r で範囲検索を行い，範囲内の点 py との辺 epy,px を作り，
P の有向近接グラフを更新する．次に，各 py について epy,px



表 1: パラメータ
パラメータ 　値

k 10/50/100/500/1000

r 0.01

W 500, 000/1,000,000/1, 500, 000/2, 000, 000

を 1辺とする三角形を列挙し，△min
y を更新する．これらの操

作では，有向近接グラフを用いているため，三角形を重複なし
で列挙できる．
Top-k結果の更新．近接グラフの場合と同様に行うが，三角形
の列挙を重複なく効率的に行うことができる．

5 評 価 実 験
本章では，提案アルゴリズムの性能を評価するための実験と
その結果を示す．

5. 1 設 定
本実験では以下の 3つのアルゴリズムの評価を行った．
• 文献 [20]のアルゴリズムをスライド毎に行う単純なアル

ゴリズム (Naive Algorithm：NAと表記)．
• 本研究における提案アルゴリズム (Proposed Algorithm：

PAと表記)．
• 提案アルゴリズムを最適化したアルゴリズム (Optimiza-

tion Proposed Algorithm：OPAと表記)．
NA，PA，および OPA はすべて C++で実装されており，
g++9.3.0 の-O3 最適化オプションを付けてコンパイルされ
ている．また，すべての実験を ubuntu(WSL) が搭載された
3.6GHz Intel Core i9-9900K CPU および 128GB RAM で構
成される計算機上で行った．
評価指標．本実験は，カウントベースウィンドウを用いており，
新しい点を 1 点ずつ挿入して Top-k 結果の更新を行う．そし
て，10000回のウィンドウのスライドで生じた計算時間を評価
した．
データセット．実験で用いるデータはPlaces1およびCaStreet2

の 2 つである．Places はアメリカの公共施設の位置情報が緯
度経度で記録されたものである．データ総数は 9,356,750であ
る．CaStreet はカリフォルニアの道の位置情報が緯度経度で
記録されたものである．また，データが最小外接矩形であるた
め，2つの位置座標を別のデータとして扱っている．データ総
数は 4,499,454である．
パラメータ．本実験で用いたパラメータの設定を表 1に示す．
提案アルゴリズムの性能への影響がないため，r の値は変化さ
せない．それぞれのパラメータにおける太字は本実験における
デフォルト値である．

1：https://archive.org/details/2011-08-SimpleGeo-CC0-Public-Spaces

2：http://chorochronos.datastories.org/?q=node/59

(a) Places

(b) CaStreet

図 3: k の影響

5. 2 実 験 結 果
出力サイズ k の影響．k を 10 から 1000 まで変化させたとき
の計算時間は図 3 の結果になった．図 3a および図 3b から，
OPA が最も効率的に Top-k 結果を更新できることがわかる．
NAは Placesおよび CaStreetのどちらのデータセットに対し
ても同程度の計算時間であるのに対して，PAおよび OPA は
CaStreetの方が Placesよりも計算時間が大きくなった．これ
は，CaStreetの方が Placesよりも Top-k結果の更新が多く行
われたためである．また，PA および OPA が CaStreet では
計算時間が k に関係なく一定であった．これは，CaStreet の
データ分布が均等であり，k = 10のときと k = 1000のときで
Top-k番目の三角形の重みに差がないためであると考えられる．
ウィンドウサイズ W による影響．W を変化させたときの計
算時間は図 4の結果になった．図 4aおよび図 4bから，W が
増加するに伴い計算時間は増加していることがわかる．W が
1,000,000 のときの計算時間を比較すると OPA の方が NA よ
りも Placesでは約 10000倍早く，CaStreetでは約 700倍早い．



(a) Places

(b) CaStreet

図 4: W の影響

6 結 論
本論文では，上位 k 個の重み付き三角形をスライディング
ウィンドウ上で効率的かつ正確にモニタリングするアルゴリズ
ムを提案した．提案アルゴリズムは，Top-k 結果になり得る三
角形のみを保持することにより，Top-k 結果の更新を効率的に
行うことができる．また，有向近接グラフを用いることにより
削除に頑健である．実データを用いた評価実験により，提案ア
ルゴリズムが単純な手法に比べて非常に効率的に Top-kモニタ
リングを行うことができることを確認した．
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