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Gibbs の現象の特性を陽的に含んだ級数展開 
 

正 員 小林 正典＊  正 員 祖田 直也＊ 

 
Series Expansions Containing Explicitly Gibbs Phenomenon Characteristics 

Masanori Kobayashi＊, Member, Naoya Soda＊, Member 
 

When a Fourier series is used to approximate a periodic and piecewise smooth function with a jump discontinuity, an 
overshoot at the discontinuity occurs and is called Gibbs phenomenon. For explaining understandably and systematically this 
Gibbs phenomenon from the educational point of view , the representation method is proposed using an accordion-like folding 
convergence of the extremum values for the partial sums of its Fourier series at the discontinuity. Using an integration by parts to 
obtain Fourier coefficients and rearranging its Fourier series, the expansions are devised to show explicitly the overshoots at the 
discontinuities for any functions with jump discontinuities. 
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1. まえがき 

フーリエ級数を教える立場で Gibbs の現象を学んでみて，

その本質を初学者にもわかるように記述された書物を見つ

けることができなかった。フーリエ級数は電気回路や信号

処理の学問で重要な概念である。その収束問題のよい例が

Gibbs の現象である。その本質を電気系の学生たちが理解で

きるようにその説明方法を開発することにした。 
Gibbs の現象の本質は Fig.1 に示した鋸波波形であり，文

献(１)，(２)が内外の書物に引用されることが多いことがわ

かった。文献(１)は Gibbs の現象を定性的に説明しており，

文献(２)は数学的に詳述している。 
本論文は文献(２)をベースとして，Gibbs の現象の本質を

究め尽くしている。特に，一様収束しない場合の関数列の

部分和の収束について，従来とは異なるアプローチで具体

的に分かりやすく説明している。さらに，第 1 種不連続点

をもつ関数のフーリエ級数を，Gibbs の現象を直接表す項を

含んだ形で表現して，一般的でかつ具体的に分かりやすく

説明している。これらは独立に開発したものであったが，

その一部のアイデアはすでに方形波の場合(3)に使われてい

ることがわかった。 
Gibbs の現象は，一様収束しない場合の関数列の収束の最

も面白い例であり，これをきちんと理解することは，関数

列の収束の微妙さ・面白さを理解することにも通じる(4)。 
Gibbs の現象は，フーリエ級数の部分和を Cesàro 和，すな

わち部分和の平均で置き換えると，起こらなくなる(5)(6)。一

方，1980 年代後半に急速に発展し，データ圧縮，画像解析，

信号処理などにおいてフーリエ解析と並んで必要不可欠の

テーマとなったものに，ウェーヴレットがある。そのウェ

ーヴレット展開は Cesàro 総和法に似た収束性を持つので，

Gibbs の現象は起こらないと期待されていた。しかし，最近，

Kelly(7)はある種のウェーヴレット展開は原点で Gibbs の現

象を起こすことを示した。Walter(6)はウェーヴレット級数の

Gibbs の現象を他の級数の場合と比較した。 
本論文は，このようにますますその本質の理解が重要と

なってきた Gibbs の現象を初学者の立場に立ち，新たなアプ

ローチでその本質を明らかにしている。 

2. 部分和 sn(x) の山と谷の性質 

〈2･1〉 部分和 sn(x) の山と谷  Fig.1 に示すように，

区分的に滑らかで第 1 種不連続点をもつ関数 

( ) ( ) 2, 0 2 , (0) (2 ) 0d x x x d dπ π π= − < < = =  
 ............................................(１) 
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Fig. 1.  A saw function ( )d x with a jump discontinuity. 

 



 

 634 IEEJ Trans. FM, Vol.129, No.9, 2009 

を周期が 2π であるとして，定義域を ( , )−∞ ∞ に拡張して，

次のフーリエ級数展開を得る(1)(2)。 

1

sin( )
n

nxd x n
∞

=

= ∑  ....................................................... (２) 

この部分和 ( )ns x  

1

sin( )
n

n
k

kxs x k=

= ∑  ....................................................... (３) 

を関数列として考えて，その収束について考察する。 
0 x π< ≤ の区間で部分和 ( )ns x の曲線の形状を Fig.2 に示

す。 ( )ns x の曲線の極大点（本論文では山と呼ぶ。）と極小点

（本論文では谷と呼ぶ。）では， ( ) 0nds x dx = となる(3)。 

( )
1

cos

( 1)cos sin sin
2 2 2

n

n
k

ds x dx kx

n x nx x
=

=

+
=

∑
 

...................... (４)

 

であるから， 0 x π< ≤ の区間でのそれらの個数は，

( )nds x dx の分子が 0 となる個数をそれぞれ調べて求め得

る。その計算結果から， ( )ns x の曲線の山と谷は合計で n 個

あり， 2 1n m= + のとき 1m + 個の山と m 個の谷， 2n m= の

ときには， m 個の山と m 個の谷（ただし， x π= は変曲点

である。）をもつことがわかる。 ( )18s x では山が 9m = 個，谷

も 9m = 個が確認できる。 
( )ns x の山を， x 座標の小さい順に番号を付けると，それ

らの x 座標 1 2, , , ,kξ ξ ξ は次式となる。 

1 2
(2 1)3, , , ,1 1 1k

k
n n n

ππ πξ ξ ξ −= = =
+ + +

 ............... (５) 

( )ns x の谷を， x 座標の小さい順に番号を付けると，それら

の x 座標 1 2, , , ,kζ ζ ζ は次式となる。 

1 2
2 4 2, , , ,k

k
n n n
π π πζ ζ ζ= = =  ........................... (６) 

〈2･2〉 部分和 sn(x) の山と谷の極限  第 1 の山につい

て考えてみると，部分和は 

1
1

1 1 1

sin sin sin( )
n n n

k
n

kk k k

k k x xs x
k k x
ξξ

= = =

∆
= = = ∆∑ ∑ ∑  ...... (７) 

と変形できる。ここで， 1 ( 1)x nξ π∆ = = + ， kx k x= ∆ である。

(７)式の右辺は，定積分 

0
sin( ) xI dxx

π
π = ∫  .................................................... (８) 

を Fig.3 に示すように，数値積分法で求めるときの長方形の

面積の和となっている(3)。すなわち， n 個の長方形の面積

( )sink k kS x x x∆ = ∆ の和の極限として求めることができる。 

( ) lim ( )nn
I Jπ π

→∞
=  .......................................................(９) 

ここで， ( )
1

n

n k
k

J Sπ
=

= ∆∑ であり，次式を得る。 

( ) ( ) 1
1

( )1

n

n k n n
k

J S s sn
ππ ξ

=

= ∆ = =
+∑  .........................(10) 

今度は，定積分 ( )I π の被積分関数 sin x x を Fig.4 に示す。

この関数は (0, )π で正，( ,2 )π π で負となり，交互に正負を繰

り返し， x 軸とこの関数とで囲まれる面積をそれぞれ

1 2 3, , ,A A A とすれば， 1 2 3 0A A A> > > → であることがわ

かる。ゆえに，定積分 

0

sin( )
p tI p dt

t
= ∫  

の最大値（第 1 極大値）は p π= のときであり，第 2 極大値

は 3p π= のとき，第 k 極大値は (2 1)p k π= − のときであり，

最小値（第 1 極小値）は 2p π= のとき，第 2 極小値は 4p π=

のとき，第 k 極小値は 2p kπ= のときであることがわかる。 
すなわち， ( )I p の最大値 sup ( )I p は 

0
sinsup ( ) ( ) tI p I dtt

π
π= = ∫  

Si( ) 1.85193705
2
ππ  = = > 

 
 .................. (11) 
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Fig. 2.  Curves of partial sums ( )ns x . 
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Fig. 3.  Numerical integration
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Fig. 4.  The curve of the integrand sin x x  of ( )I π . 
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である。この積分
0

sinSi( )
x tx dt

t
= ∫ は正弦積分としてよく知

られている。 
したがって，第 1 の山の極限は 

( )1lim ( ) lim 1n nn n
s s n

πξ
→∞ →∞

=
+  

Si( ) 1.85193705
2

G ππ  ′= = = > 
 

 ......... (12) 

となり，減少数列 ( 1) 0nx nπ= + → + の部分和の山の関数列

の極限 ( )lim n nn
s x

→∞ が Si( )π と一致していることがわかる。こ

の極限値G′はWilbraham-Gibbs定数と呼ばれている(8)。G′は
( 0) 2d π+ = より大きく，それらの比は 

1 1
1 2lim ( ) lim ( )( 0) n nn n

s sd ξ ξπ→∞ →∞
=

+  

2 1.17897974G G
π

′= = =  ........... (13) 

となる。このG は Gibbs 定数と呼ばれ(8)，第 1 種不連続点を

もつ一般的な関数のフーリエ級数の部分和の不連続点での

極限の最大オーバーシュート率は，すべてこの値となる（詳

しくは後述する）。 
さて，従来の多くの書物(2)(6)では，(13)式は 

( ) 0
2 2 sinlim 1.17897974nn

xs dxn x
ππ

π π→∞
= =∫  ............ (14) 

と書かれている。この(14)式を導くまでの概要を付録に示し

たが，Dirichlet 核 ( )nD x を導入し，複雑な計算を行った後，

0 に収束する正数列 ( )nnh a n→ →∞ を用いて， ( )n ns h の値

が最大となる条件として a π= を決定している。 
この 2 段階の従来の求め方は複雑である。また，上述し

たように， ( )ns x の山の座標は 1 ( 1)nξ π= + であるから，従

来の書物で用いられた関数列 ( )ns nπ は山の近傍の値を表

すが，山そのものの高さを表していないことがわかる。こ

の点からも本論文の方法の方が直感的で理解し易いことが

わかる。しかし， 

lim ( 1) lim
n n

n nπ π
→∞ →∞

+ = から ( ) ( )lim ( 1) limn nn n
s n s nπ π

→∞ →∞
+ =  

が導かれ，関数列の極限は両者で一致する。 
このように，部分和の山の関数列 ( )( 1)ns nπ + を用いた極

限である(13)式は，Gibbs の現象の最大オーバーシュート率

を表していることが直感的に理解できることから，従来の

(14)式よりは妥当な表現であることがわかる。 
( )d x は奇関数であるから，絶対値が最大なアンダーシュ

ート率は次式となる。 

1 1
1 2lim ( ) lim ( )( 0) n nn n

s s Gd ξ ξπ→∞ →∞
− = =

−  ........................ (15) 

前述したように， ( )ns x の山の x 座標は， 1 ( 1),nξ π= +  

2 3 ( 1), , (2 1) ( 1),kn k nξ π ξ π= + = − + と表されるから，第

1 の山の場合と同様に， ( )ns x の第 k の山の関数列の極限は 
(2 1)lim 1nn

ks n
π

→∞

−  = + 
Si((2 1) ))k π−  .......................... (16) 

となる。すなわち，部分和 ( )ns x の最大値は 

( )lim sup ( ) lim ( 1)n nn n
s x s n Gπ

→∞ →∞
′= + =  .......................(17) 

である。 
また， ( )ns x の谷の x 座標は， 1 22 , 4 ,n nζ π ζ π= = , 

2 ,k k nζ π= と表されたから，山の場合と同様に， ( )ns x の

第 k の谷の関数列の極限は 

( )lim 2nn
s k nπ

→∞
= Si(2 )kπ  .........................................(18) 

となる。 
〈2･3〉 部分和 sn(x) の山と谷の極限値  定積分 

0
2 sin( )

p tN p dttπ= ∫  ..................................................(19) 

の具体的な求め方を示す。 sin t のテーラー展開は 

2 1

1

( 1)sin
(2 1)!

k
k

k

t t
k

∞
−

=

−
=

−∑  

であるから， 

2 1

0 1

2 sin ( 1)( )
(2 1) (2 1)!

kp
k

k

tN p dt p
t k kπ

∞
+

=

−
= =

+ ⋅ −∑∫   

 ............................................(20) 

具体的な計算結果を収束に要したベキ級数の項数を括弧

の中に示して，列記すると， 
( ) 1.1789( 8), (2 ) 0.9028( 13),N k N kπ π= = = =  

(3 ) 1.0661( 17), (4 ) 0.9499( 21),N k N kπ π= = = =  

(5 ) 1.0402( 25), (6 ) 0.9664( 31),N k N kπ π= = = =  

となる。すなわち，もとの関数の値 ( 0) 2d π+ = に対して， 

(2 1) ( 1) 0, 2 0k n k nπ π− + → + → +  when n →∞ . 

第 1 の山は 17.89%，第 2 の山は 6.61%，第 3 の山は 4.02%
のオーバーシュートすることがわかる。同様に，第 1 の谷

は 9.72%，第 2 の谷は 5.01%，第 3 の谷は 3.36%のアンダー

シュートすることがわかる。 
〈2･4〉 部分和 sn(x) の山と谷以外の点の極限  減少

数列 0nx nηπ= → + のとき， ( )n n ny s x= と置く。 

(１) 0 1η< < のとき， 0 lim Si( )nn
y Gηπ

→∞
′< = <   

(２) 2 1 2 ( 1,2, )k k kη− < < = のとき， 
Si(2 ) lim Si( ) Si((2 1) )nn

k y kπ ηπ π
→∞

< = < −   

(３) 2 2 1( 1,2, )k k kη< < + = のとき， 
Si(2 ) lim Si( ) Si((2 1) )nn

k y kπ ηπ π
→∞

< = < +  

(４) lim ( 0) 2nn
y d π

→∞
= + = となる場合， 

(0.6132 ) 1.0000( 8)N kπ = = となるから， 0 1η< < のときに

は 0.6132η = ， (1.5578 ) 1.0000( 10)N kπ = = となることから，

1 2η< < の と き に は 1.5578η = の 場 合 に そ れ ぞ れ
lim / 2nn

y π
→∞

= となる。 
〈2･5〉 曲線 y=sn(x) の原点での凝集の真の姿  ( )ns x

の曲線の原点（不連続部分の中点に相当）での接線の傾き
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は，(４)式から， 

0

( )lim n
x

ds x ndx→+
=  .......................................................... (21) 

である。したがって， n →∞ のとき，原点と第 1 極大点を

結んだ直線は y 軸と一致する。 
また，上述したように， ( )ns x の曲線の山と谷は合計で n

個あることから， ( )lim nn
s x

→∞ の曲線には，山と谷が無限個存

在していることになる。しかし，不連続点 0x = 以外の点で

は，それらの点における関数の値 ( ) ( ) 2f x xπ= − に一致す

る。不連続点 0x = では折りたたまれた無限個の山と谷，お

よびそれらを結ぶ直線上に〈2･4〉節で述べた山と谷以外の

点が Fig.5（概念を示しており，山と谷を結ぶ線は実際には

直線ではなくて Fig.2 に示すような曲線である。）に示すよ

うに y 軸上に凝集している。 
すなわち， n →∞ の操作により，Fig.5 に示すようにそれ

らの山と谷があたかもアコーデオン (accordion) のように

折りたたまれて， y 軸に凝集することになる。そのように

なっているのが， ( )lim nn
s x

→∞ の曲線の不連続点 0x = での真の

姿である。すなわち， ( )ns x の曲線は，n →∞ のとき，関数

( ) ( ) 2f x xπ= − の曲線に，原点を中点（不連続部分の中点，

{ }( 0) ( 0) 2d d+ + − ）とする垂直な線分を付け加えたものにな

る。この線分の長さの最大値は，もとの関数の跳びの幅

( 0) ( 0)d d+ − − の半分{ }( 0) ( 0) 2d d+ − − のG 倍である。 
〈2･6〉 部分和の極限の絶対値最大なオーバーシュート

とアンダーシュート  第 1 種不連続点をもつ区分的に滑

らかな周期関数 ( )f x において，不連続点 0x x= での部分和

( )ns x の絶対値最大なオーバーシュートとアンダーシュー

トは， ( )d x について考察した結果を， 00 0x± → ± と一般化

することにより，減少数列 ( ){ }0 1nx x nπ= + + に対して， 

0 0( 0) ( 0)lim sup ( ) 2n nn

f x f xs x
→∞

+ + −
=  

0 0( 0) ( 0)
2

f x f x G+ − −
+ ⋅ ， ............ (22) 

また，減少数列 ( ){ }0 1nx x nπ= − + に対して， 

0 0( 0) ( 0)lim inf ( ) 2n nn

f x f xs x
→∞

+ + −
=  

0 0( 0) ( 0)
2

f x f x G+ − −
− ⋅  .............. (23) 

と表現できる。 

3. 3 個の第 1 種不連続点をもつ関数のフーリエ

級数の Gibbs の現象 

区分的に滑らかな周期関数の例として，3 個の第 1 種不連

続点 0, ,x x b x c= = = をもつ次の関数 

( ) (0 )
( ) ( ) ( ) ,

( ) ( 2 )

u x x b
g x v x b x c

w x c x π

< <
= < <
 < <

...................................(24) 

ただし， 

(2 0) ( 0) ( 0) ( 0)(0) , ( ) ,
2 2

w u u b v bg g bπ − + + − + +
= =  

( 0) ( 0)( )
2

v c w cg c − + +
=  

である場合のフーリエ級数展開を考えてみる。周期が 2π で

あるとして，定義域を ( , )−∞ ∞ に拡張して，部分積分を利用

してフーリエ係数を求め，それらを整理して，次の部分和

を得る。 
0 0 2 0

0 0 0
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

b c

n b c
s x u t dt v t dt w t dt

π

π π π
− − −

+ + +
= + +∫ ∫ ∫  

1

( 0) (2 0) 2 sin
2

n

k

u w kx
k

π
π

=

+ − − + 
  ∑  

1

( 0) ( 0) 2 sin ( )
2

n

k

v b u b k x b
kπ

=

+ − − − + 
  ∑  

1

( 0) ( 0) 2 sin ( )
2

n

k

w c v c k x c
kπ

=

+ − − − + 
  ∑  

0

01

1 sin ( )( )
n b

k

k x tu t dt
kπ

−

+
=

−′+ ∑∫  

0

01

1 sin ( )( )
n c

bk

k x tv t dt
kπ

−

+
=

−′+ ∑∫  

2 0

01

1 sin ( )( )
n

ck

k x tw t dt
k

π

π

−

+
=

−′+ ∑∫  ....................(25) 

第 4 項は，不連続点 0x = での Gibbs の現象を受け持つ。

具体的には(22)式と(23)式の第 2 項を受け持ち，その他の項

が(22)式と(23)式の第 1 項を受け持つ。同様に第 5 項は，不

連続点 x b= での Gibbs の現象を，第 6 項は，不連続点 x c=

での Gibbs の現象をそれぞれ受け持つ。 
不連続点 0, ,x x b x c= = = での Gibbs の現象について，

x b= での場合を詳細に述べて考察する。減少数列

( ){ }1nx b nπ= + + に対して， 
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のフーリエ級数展開を利用して， 
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となり，これらを用いて， 
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0x b→ − の場合は，減少数列 ( ){ }1nx b nπ= − + に対して，

0x b→ + の場合とは次の項のみ， 
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と異なるから，次式を得る。 
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 .............................................(27) 

同様な方法で，減少数列 ( )/ 1nx nπ= + に対して， 
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また，減少数列 ( ){ }1nx nπ= − + に対して， 
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さらに，減少数列 ( ){ }1nx c nπ= + + に対して， 
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さらに続けて，減少数列 ( ){ }1nx c nπ= − + に対して， 
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 .............................................(31) 

このように不連続点 0, ,x x b x c= = = において，(22)式

と(23)式の Gibbs の現象が成り立つことを説明できた。 

4. むすび 

Gibbs の現象の本質を電気系の学生たちが理解できるよ

うにその説明方法を開発するために，周期関数のフーリエ

級数展開の部分和の曲線の山の関数列 ( )( 1)ns nπ + を用い

た極限が Gibbs の現象の最大オーバーシュートを表してい

ることを応用して，部分和の山と谷が y 軸上に凝集して収

束する様子を，アコーデオン式折りたたみモデルで説明す

る方法を数値的に計算した結果も示して具体的に提案し

た。さらに，第 1 種不連続点 x β= をもつ区分的に滑らかな

関数のフーリエ級数展開を，不連続点でのオーバーシュー

トを表す項，
1

sin ( )
n

n x nβ
∞

=

−∑ を陽的に含んだ形で表現する

方法を開発し，電気系の学生たちが理解しやすいように具

体例 ( 0, , )b cβ = について式を展開して，不連続点でのオー

バーシュートについてわかり易く説明した。 
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最後に，論旨の明確化のご指導および数学的に貴重なご

指導とご助言をいただきました本論文の査読者にこころよ

り感謝申し上げます。 
（平成 21 年 1 月 13 日受付，平成 21 年 5 月 7 日再受付） 
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付   録 

文献(２)の部分和 Sn(x) の極限の求め方の概要 
文献(２)は，その後の Gibbs 現象に関する書物の元となっ

ている書物であるので，そこで記述された部分和 ( )ns x の極

限の求め方を，少しアレンジしてその概要を述べる。 
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= = = − 
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∫ ............ (付 1) 

1( ) cos cos 2 cos2nD x x x nx= + = + +  

( )1sin 2
12sin 2

n x

x

+
= ............................................... (付 2) 

ここで，(付 1)式の最後の辺の第 2 の積分で被積分関数の絶

対値は， 0t → のとき 

3

2

2sin 2 ( )
2sin 2

tt tO O tt t

−  = = 
 

......................................(付 3) 

である（平均値の定理，または sin( / 2)t の Taylor 展開から）

から，積分は 0x → のとき 0 に収束する。また， x として 0
に収束する正数列 nh をとらせることにし，さらに

( )nnh a n→ →∞ とすれば 

( ) ( ){ }1 2

0 0

1sin 2 sinnx n hn t
tdt dtt t

++
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0
sin ( )

a t dt nt→ →∞∫ ................(付 4) 

となる。よって，以上から n →∞ のとき， nnh a→ ならば 

( )
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n n
ts h dt  t→ ∫ ................................................(付 5) 

であることがわかる。
0

sin( )
a tI a dt

t
= ∫ の値が最大値になる

のは，a π= のときであるから，上にもどって， /nh nπ→ と

おけば 

( )ns n
π → Si( )π

0
sin t dt  t

π
= ∫  

( )1.85194 ( )2 nπ= > →∞ ........(付 6) 

が得られる。 
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